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现代 科学 技术 的 发 展 ,使 得 以 物理 学 .力学 ,化 学 等 自然 科学 和 工程 技术 
中 的 问题 作为 主要 研究 对 象 的 数学 物理 方程 在 理论 和 应 用 两 方面 的 内 容 合 加 
丰富 ,并 因此 而 不 断 加 强 其 同 数学 其 他 分 支 的 广泛 .深入 的 联系 和 相互 渗透， 
从 而 促进 了 数学 科学 的 发 展 . 

为 适应 新 世纪 大 学 教 政 的 发 展 ,依据 工科 专业 的 特点 和 要 求 ,我 们 在 修改 
原 有 教材 的 基础 上 ,适当 吸取 了 国内 外 相关 教材 的 长 处 ,编写 出 这 部 更 加 突出 
应 用 性 的 教学 参考 书 . 

本 书 主 要 根据 各 种 基本 害 解 问题 及 其 相关 解法 展开 讨论 . 在 介绍 有 关 基 
本 概念 .基本 原理 的 同时 ,重点 阐述 解 仿 微 分 方程 定 解 问题 的 重要 方法 和 技 
巧 .全 书 共 上 一 章 : 第 一 章 绪论 ,介绍 数学 物理 方程 有 关 的 背景 和 候 微 分 方程 
的 基本 概念 .第 二 章 撒 述 相应 于 一 些 物理 现象 的 典型 数学 模型 的 建立 及 基本 
的 定 解 问题 ,第 三 章 般 述 了 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 侦 微 分 方程 的 分 类 ,化 简 与 
标准 型 及 求 部 分 简单 方程 通 解 的 方法 .第 四 章 介 绍 了 主要 用 于 求解 双 曲 型 方 
程 有 关 问 题 的 特征 线 积分 法 ,第 五 章 较 详细 地 介绍 了 作为 辅助 材料 与 其 后 三 
章 有 密切 联系 的 傅 里 叶 级 数理 论 { 本 童 可 略 去 不 讲 ). 第 六 章 与 第 七 章 详细 介 
绍 了 应 用 十 分 广泛 的 含 边界 条 件 的 分 离 变量 解法 和 相关 的 本 征 值 问题 与 特殊 
函数 ,以 及 常 微分 方程 边 慎 问题 的 格林 函数 解法 .第 八 章 介绍 了 椭 加 的 方程 的 
边 值 问题 和 极 值 原理 .第 九 章 讨 论 了 更 复杂 的 高 维 边 值 问题 与 本 征 函 数 法 .第 
十 章 介绍 了 与 解 偏 微分 方程 边 值 问题 相关 的 格林 函数 的 概念 ,构造 和 应 用 .第 
十 -一 章 介绍 了 傅 里 叶 积分 变换 和 粒 普 拉 斯 积分 变 的 的 有 关 概 念 , 性 质 和 对 求 
解 仿 微分 方程 无 界 区 域 定 解 问题 的 应 用 . 

对 于 上 述 内 容 , 教 师 可 依 教 学 的 具体 情况 适当 加 以 选取 .由 于 编者 水 平 所 
BR ,不 妥 之 处 在 所 难免 ,希望 读者 指正 ， 
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数学 物理 方程 { 简 称 数理 方程 ) 是 指 在 物理 学 .力学 等 自然 科学 及 上 程 技 
术 中 所 提出 的 偏 微分 方程 (有 有 时 也 包含 菜 些 常 微分 方程 .积分 方程 上 及 微 分 积分 
方程 ). 它 是 数学 物理 研究 的 基本 内 容 . | 

t HIE y BRL ELE A E 2|] BESSER SF B GR 5| 7) 3905 
拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 .在 连续 介质 力学 中 ,从 质量 ,动量 ,能量 守恒 定律 出 
发 ,建立 了 流体 力学 中 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方 称 组 (有 番 性 ) 和 欧 拉 方程 组 (无 黏 
性 ) 以 及 弹性 力学 中 的 圣 维 南方 程 组 等 . 田 外 , 像 描述 波 的 传播 的 波动 方程 ; 措 
述 传 热 和 扩散 现象 的 热传导 方程 都 是 古典 的 数学 物理 方程 . 

自 19 世纪 开始 ,相继 出 现 了 大 量 新 的 数学 物理 方程 ,其 中 最 基本 的 有 描 
述 电 帮 场 室 化 的 麦克 斯 书 方程 组 ,描述 微观 粒子 的 酝 定 油 方程, 广义 相对 论 中 
确定 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 和 在 基本 粒子 研究 中 有 重大 作用 的 杨 - 米 尔 斯 方 
程 等 .人 们 在 研究 光 和 辐射 .中 子 迁 移 以 及 气体 分 子 运动 的 过 程 中 ,推导 出 了 辐 
射 迁移 方程 ,中 子 迁 移 方 程 和 玻 尔 兹 曼 方 程 ,它们 都 是 微分 积分 方程 .在 进 一 
步 研究 带电 粒子 在 磁场 中 的 运动 时 ,建立 了 流体 力学 方程 的 看 合 . 而 研究 具有 
扩散 现象 的 化 学 反应 导致 了 反应 扩散 方程 (是 偏 微分 方程 组 ) 的 建立 . 

对 于 建立 的 数学 物理 方程 ,需要 作出 各 种 附 有 具体 条 件 而 构成 典型 问题 
的 解 ,然后 根据 实际 测量 结果 来 检验 和 修正 相应 的 物理 理论 ,通过 求解 数理 方 
程 ,使 人 们 对 自然 现象 获得 更 加 深刻 的 认识 ,并 能 预见 新 的 现 锭 ， 

数学 物理 方程 中 有 许多 是 线性 方程 ,与 其 对 应 的 已 经 给 出 很 多 求 准确 解 
的 方法 ,如 特征 线 方 法 、 分 离 变 量 法 ,格林 小数 法 ,积分 变换 法 及 复 变 函 数 法 
等 . 解 有 时 能 用 各 种 初等 函数 和 超越 的 特 吻 卫 数 来 表示 ,但 这 些 仅 限于 少数 较 
特 原 的 情况 . 曲 多 的 数学 物理 方程 是 非 线性 片 程 或 方程 组 ,其 求解 方法 一 般 都 
很 复杂 , 且 只 有 少数 问题 有 精确 解 . 而 得 到 准确 解 的 有 效 方 法 之 一 是 利用 问题 
的 对 称 人 性 ,例如 球 对 称 性 , 轴 对 称 性 与 相似 性 ( 量 岗 分 析 ) 等 来 求解 ,这 可 以 减 
少 自 变 数 ( 或 降低 维 数 ) ,进而 化 为 常 微分 方程 去 求 特 解 . 对 于 大 量 的 不 能 获取 
准确 解 的 问题 ,通常 设法 求 出 近似 解 ,例如 摄 动 法 就 是 一 个 重要 方法 ,而 伴随 
电子 计算 机 迅速 发 展 起 来 的 差分 法 与 有 限 元 法 等 数值 解法 是 求解 数学 物理 方 
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程 的 十 分 有 效 的 方法 .近年 米 ,与 孤立 子 , 杨 - 米 尔 斯 方程 等 近代 理论 的 研究 密 
切 相 联 ,于 在 发 展 求解 非 鲁 性 方程 的 新 方法 . 

随 首 声 代 科 学 和 技术 的 进步 ,将 会 不 断 涌现 新 的 数学 物理 方程 , 虱 其 产生 
和 应 用 的 范围 已经 并 理惠 多 地 超出 了 传统 的 物理 学 .力学 .天 文学 等 领域 , 例 
如 ,在 化 学 、 生 命 科 学 .经 济 学 等 自然 科学 和 社会 科学 各 个 领域 ,以 及 在 资源 勘 
探 与 开发 .大 出 建筑 与 水 利 工程 .金属 治 炼 工程 ,通信 工程 .新 能 源 开 发 .大气 
物理 .气象 预报 MRI ERER ,控制 与 识别 ,医疗 诊断 与 材料 无 损 探 伤 、 
赣 传 工程 等 极 广泛 的 十 程 技术 各 个 领域 都 涉 吧 到 数学 物理 方程 的 理论 问题 及 
其 重要 应 用 . 


1.2 基本 概念 和 定义 


当 - -个 微分 方程 除了 含有 几 个 自 变量 和 未 知 函 数 外 ,还 含有 末 知 函数 的 
一 个 或 多 个 偏 导数 时 , 称 为 偏 微 分 方程 . - - 般 说 来 , 它 可 以 写成 包含 几 个 自 变 
量 rz,y,… 和 这 些 变量 的 未 知 图 数 u R HAS F a, uyt Cp tier p Erys" :的 方 
程 的 形式 
人 (1.2.1) 
这 里 ,方程 (1.2.1) 是 在 自 变量 x,y,… 的 nn EIS] R" 中 的 一 个 适当 的 区 域 
DD 内 进行 考察 的 ,我 们 要 求 能 找 出 在 D 内 恒 满 足 方 程 t1.2.1) 的 那些 函数 
ac (xz,y，…), 如 果 这 种 销 数 存在 ,那么 称 它 们 次 方程 (1.2.1) 的 解 ,从 这 些 
可 能 的 解 中 ,我 们 要 选 册 一 全 满足 某 些 合适 的 附加 条 件 的 特 解 来 . 
例如 ， 
HH,, E Hr = y, 
= + yu, + Euy = danr, 
(u,)° + (u,)° = 1, 
We uy, = Ü 
AE dé fn 6 y y BRE ELE FAA SE: 
ulz, y) = (z + y), 
u(x,y) = sin(z — y) 
都 是 (1.2.2) 的 最 后 -… 个 方程 的 解 . 
出 现在 方程 中 的 未 知 函 数 的 偏 导数 的 最 高 阶 数 称 为 偏 微 分 方程 的 阶 . 例 
如 ,方程 


(1.2.2) 


Hut 2rü tuy e 


TP Ua Q 二 


1.2. HOEHEE RUE X "3: 


是 一 个 二 阶 偏 微 分 方程 ,而 方程 


Wy | Xu, tBu — Ty 


是 - -个 三 阶 偏 微分 方程 . 
如 果 一 个 偏 微分 方程 对 于 未 知 果 数 及 它 的 所 有 偏 导数 来 说 者 是 线性 的 ， 
RJ) fir BJ 85 32 S CUORE T: AEE ,那么 这 样 的 帆 微 分 方程 就 称 为 线性 位 微 
分 方程 .如果 一 个 帆 微 分 方程 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 来 说 足 线 性 的 ,那么 砚 
称 为 报 线 性 偏 徽 分 方程 .例如 ,方程 
Yi T Eyy tu =l 
是 TIRAMA A E, MH E 
Mie © Tutu — Sy 
是 -个 二 阶 拟 线性 偏 微分 方程 . — di RUP ERTEN PR SERIO E HUE 
在 本 书 中 ,我们 将 主要 研究 二 阶 线性 偏 微分 方程 ,因为 它们 在 数学 物理 问 
题 中 经 常 出 现 .最 - 般 的 n 个 自 变 量 的 二 阶 线性 仿 微 分 方程 的 形式 为 


È Aas + D Bu, + Pa = G, (1.2.3) 


HERR- MHE, dj 假设 A, = A, BË As B F #IG ñE 2 THEE 
+; WRR. 
WE GESTE, BBN EHE OE RAR AE TRAE 
n 阶 常 微分 方程 的 通 解 是 依赖 于 ”个 任意 常数 的 一 族 函 数 . E CA 2 
程 来 说 , 它 的 通 解 将 依赖 于 任意 函数 而 不 是 任意 常数 ,为 了 说 明 这 件 事 ,我们 
考察 二 阶 方程 
u,, = Ü. 
如 果 我 们 把 这 个 方程 对 > 积分 ,而 把 x 认为 是 固定 的 ,就 得 到 
u,(x.y)-— f(x). 
再 把 y 认为 是 固定 的 ,对 x 求 第 二 次 积分 ,得 
u(r,y)-— glx) + hly), 
其 中 gCrVH h Cy EE H ERR. 
假定 x 是 三 个 变量 z,y 和 z 的 因数 ,那么 对 二 方程 
yy = 2, 
我 们 可 以 得 到 通 解 
u(x,y,z) = y! t yf Cao) * glr, z). 
Hob f 和 g 都 是 两 个 变量 z 与 z MERK. 


P $Sok o4 d 


REPRE RE LAT JEU F, B AREA IER E - :个 通 解 ,然后 根据 给 
定 的 条 件 来 出 任意 常数 的 值 来 确定 特 解 .但 是 ,对 仿 微 分 方程 来 说 ,从 仿 微 分 
方程 的 通 解 中 选 出 满足 附加 条 件 的 一 个 特 解 ,可 能 和 求 通 解 一 样 困难 ,甚至 比 
求 通 解 更 困难 .这 是 因为 在 起 德 分 卢 程 的 通 解 中 售 有 任意 国 数 ;我 们 要 从 通 解 
中 确定 满足 附加 条 件 的 特 解 ,不 是 仅仅 要 确定 任意 常数 ,而 是 要 确定 这 些 任 意 
函数 . 

对 于 on 阶 线性 齐 次 常 微 分 方程 来 说 ,n 个 线性 无 关 的 解 的 线性 组 合 仍 是 
一 个 解 . 木 李 的 是 就 偏 微 分 方程 来 说 ,这 样 的 结论 一 般 是 不 成 立 的 . 这 是 由 于 
每 个 线性 齐 次 仿 微 分 方程 的 解 空 间 是 无 限 维 的 函数 空间 , 例如 , 偏 微 分 方程 


us uy = Ü (1.2.4) 
经 过 变量 变换 
[Ë — r+ y, 
p= ry, 
能 化 成 方程 
22 = Ü, 
它 的 通 解 是 


u(x,y)— f(x + y), 

其 中 fdARAbRI GEI CERE ERARC, Eb RT WL, F P ESSE: 

(ry), 

nO tX (a 1,2,3,1) 

cosn (x + y), 

expn (x + y) 
mit 8i eS HORE yE (1.2.40 88 — T E, TR H X ES ER CP JE E TEC XE 
的 . 像 方程 (1 .2.4) 这 样 一 个 简单 的 方程 就 有 无 限 多 个 解 ,它们 的 线性 组 合 是 
否 为 解 是 要 进 - 步 加 以 讨论 的 ,因此 在 研究 假 微 分 方程 时 ,必须 克服 这 种 轩 
难 .于 是 ,我 们 一 般 宁 厂 直接 来 确定 满足 给 定 的 附 如 条 件 的 特 解 . 


1.3 线性 算 子 


本 节 将 简单 地 讨论 在 偏 微分 方程 的 理论 中 经 常 遇 到 的 线性 算 子 . 

著 子 是 一 种 数学 法 则 ,把 它 作用 在 一 个 函数 上 时 , 便 产 生 另 外 一 个 函数 
例如 ,在 下 列表 达 式 中 : 
_ Ou , Pu , 2 
Llu]-2 sz t 3zay ”33， 


1.3. 线性 算 子 . 5 ` 


Lou oS M= DS 2 -都 称 为 微分 算 子 . 也 有 一 些 其 他 类 
` ar T Jrðy EE r y? 


型 的 算 子 ,例如 
Plu] = [ule r)Fle,y)dr, a,b BERB, 


Qlu] = ulr, c) t u,(x,c), c 是 常数 ， 
其 中 算 子 P 是 一 个 积分 算 子 ,而 算 子 Q 是 一 个 把 两 个 自 变 量 x 利 y 的 函数 # 
变 为 一 个 自 变量 z 的 函数 QL wj 的 算 子 . 
两 个 微分 算 子 称 为 是 等 价 的 ,是 指 把 每 一 个 算 子 作用 在 画 数 w 上 时 ,会 
产生 同样 的 结果 , 记 为 4&= 瑟 .此 时 对 洲 数 上 有 


Alu] = Bla], (1.3.1) 
EP 必须 是 充分 可 微 的 函数 . 
两 个 微分 算 子 的 和 定义 为 

(A + Bu] = A[u] + Bia], (1.3.2) 


BPO ABIRE TAT. CERTAN x 的 结果 与 算 子 A 
及 B 依次 作用 在 w 上 的 结果 是 相同 的 , 即 


AB[u] = ACBlu]). (1.3.3) 
$4 4r BTE F xe fE: 
(1) 加 法 交换 律 : 
A+B=B+A; (1.3.4) 
《2 加 潜 结 合 
(A+B)+ C = A +(B+ CG); (1.3.5) 
(3382855 s ËB: ' 
(AB)C = A(BC); (1.3.6) 
(4) 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ; 
ACB + C) = AB + AC; (1.3.7) 
(5) 乘 法 交换 律 : 
AB = BA, (1.3.8) 
TE 3E 34; x BRE DOU S 38 Sk ay Far. 
[Ë 1.2.1] RA-Pi€r$ B-A o 


因而 


Èu du 
B[u]= Jy 2 39y' 
9 "BYE" m 
ov (e 2) i) 
_ lu Pu , (Pu 2 Xu Qu 
T aray l aray Cay Cay jay! 
22 3 Pu du 
NNI 
BA[u]= (a EAE dd 
-Žu , Pu 0 u Ou 
Tapar Cay Jays Cy" 


于 是 , 当 xzOBIAB[ulBAL[a]. 
我 们 定义 具有 于 记性 质 的 算 子 为 线性 算 子 : 
CO EE e 可 以 从 算 子 中 提取 出 来 : 
L| cu] = cLlul. 
(2) 8 T JE FH T Pi T 88382 l BH 1E 28 85 ETAT RM H] T PU ERE 
所 得 结果 之 和 : 
Llu * v] 2 Lla] * L[v]. 
质 (])} 与 12) 可 以 组 全 起 米 表 未 为 
Llau + bv] = aLlu] * Liv], (1.3.9) 
其 中 a 与 5 都 是 常数 . 
现存 让 我 们 来 考察 阶 线性 偏 微 分 方程 .就 两 个 自 变 量 来 说 ,这 种 方程 的 
JE XU 
A(r,y)u,* B(z,y)u;, + C( x, y)u,, T Diz, y) 
*E(r.y)u, + F(z,y)u = G(z,y), (1.3.10) 
H=fh&SR A,B,C, D,E, FRESE” 5 y MAR, GO, y) EK n. 
知 果 取 线性 微分 四 了 了 LS 


L -ABC 3 + 门卫 DU F, 
EA NIE 230 E DLE RCERUERA. 
Liu] = G. (1.3.11) 
我 们 经 常 略 去 方 括号 ,把 上 式 简 写 为 
Lu = G. 
3 = 


L AFETAR 06r ba. bua E ER TE B ELTE I XR E E P PE D. MEERE 


J og 7 ， 


BJ. UE EEG IF Te E PK S JP SEXE E BJ]: 

(a) u,, ru = yj 

(b) uu, —2xyu, 7 0; 

(c) ui un, — li 

(d) Wr, uy, T yy 7 0s 

(e) a, t 2u,, t uum sina 

(D us + upy tlga 70; 

(g) u^, t ut t sinu =e". 

2. 验证 下 而 两 个 国教 : 
ulr, y) = z2— y, 
ulx,y) = e'siny 


都 是 方 称 


的 解 . 
3. WH 如 = fr NE UR 
Xu, — yu, = Ü, 
其 中 / 是 任意 的 可 微 卫 数 , 并 出 此 验证 汲 数 sint ey ) cosy) Mg oy e FIC zy) AERE. 
4. 证 朋 w= Ar)gty) 满 足 方程 
Hus 一 uu, = Ü, 
其 中 了 和 & RETER KIRAN. 
5. 试 确定 下 列 方程 的 通 解 : 
wy l u Ò, 
6. 令 ,= 二 0, 求 下 列 方程 的 通 解 ; 
as + z, = Ü. 
7. 设 解 的 形式 为 etzyy)= fuc t y), a g -个 待定 的 参数 , 求 下 列 方程 的 通 
解 : 


He cu. t uy = Ü. 


第 二 章 “” 数 学 模型 与 定 解 问题 


2.1 典型 方程 
EXITUS I NE SE 
(a) i£ Sl 7r Te 
us C (us Tuy t ua) =O; 
(b) 热传导 方程 


u,— k(uy T uy c uu) = 0; 
(c) 拉 普 拉 斯 方程 
Ur T Myy E B = Ü. 
Ex sir ps m qr r Re BJ [F] 88 , y ml) hb n] H i 29 8 
F Bi BE 9135 (8) — i 0803 77 ER BU IRL RE RR RETE 33 0575 BE. B 2 Tr 0 
察 表 示 这 些 物理 问题 的 数学 模型 . 


2.2 5X HJ SII 


EFP RER I [e] ro — Re PR 8932 B cs [5]. 由 于 它 较 简 单 ， 
且 经 常 出 现在 许多 数学 物理 的 分 支 中 ,所 以 在 偏 微分 方程 理论 中 把 它 作 为 一 
个 典型 的 例子 ， 

让 我 们 考察 一 长 为 过 的 两 端 国定 的 拉 紧 的 芝 . 我 们 的 问题 是 要 确定 藤 的 
运动 方程 ,用 它 来 描述 在 纵 定 初始 扰动 后 任 一 时 刻 上 FUSE UTERE ux Lt). 

为 了 能 得 出 一 个 较 简单 的 方程 ,我 们 作 下 面 的 一 些 假设 : 

(1) 弦 是 柔软 与 有 弹性 的 , 即 它 不 能 抵抗 杰 盾 ,因此 在 任何 时 刻 弦 的 张力 
总 是 沿 着 纺 的 切线 方向 ; 

(2) 纺 的 每 一 段 都 不 伸 长 ,因此 根据 胡 克 (Hooke) 定 律 ,张力 是 营 数 

(3) 蕊 的 重量 与 其 张力 相 比 很 小 ; 

(4) 芝 的 偏 移 与 其 长 度 相 比 很 小 ; 

(5) 位 移 后 的 监 在 任 一 点 上 的 斜率 与 1 相 比 很 小 ; 

(6) ARA RRE. 

我 们 考察 强 上 一 微小 元 素 . 设 了 是 如 图 2.1 PURA RA H . E 


用 在 路 的 这 一 微小 元 素 上 的 垂直 方向 的 力 是 
Tsing — Tsing. 


v f 


恨 据 牛 顿 第 一 运动 定律 ,合力 等 于 质量 乘 以 加 速度 . 因此 

Tsing — Tsina = påsta, (2.2.1) 
其 中 p ERRIRE Aa 是 这 À E: 45 JS I SE BP SLE. E A br 2 F9) T AIR 
率 很 小 ,所 以 有 


E ff a 和 都 很 小 ,所 以 
sing == tana, sin ^ tan. 
于 是 等 式 (2,2.1) 变 成 
tang — tene = ent, (2.2.2) 
但 是 ,由 微 积分 学 我 们 知道 ,在 时 刻 z 有 
tang == (u,) | x 
AR 
tanp 2: (u,) liia. 
于 是 等 式 (2.2.2) 可 以 写成 
Arb | as 7 (ua) la] = f 
ug = cus (2.2.3) 
其 中 2= 了 Ao. 方 程 (2.2.3) 称 为 一 维 波动 方程 . 


如 果 在 强 的 每 单位 长 讼 上 有 外 力作 用 着 ,方程 (2.2.， 3) 具 有 下 列 形式 ， 
Ua — c! unt f, (2.2.4) 


- 40 - POE TS mg utm] gi 


其 中 了 = Ep, KB] MEEI OR MAURREN E. 
2.3 膜 的 振动 


膜 振 动 方 程 在 数学 物理 的 许多 问题 中 出 现 . 在 我 们 导出 膜 振动 方程 前 , 像 
在 弦 振 动 的 情形 中 一 样 ,我 们 作 下 列 -- 些 简化 的 候 没 : 

(1) RERS AH EH, H EASED S AE, A EEIE ET R E A 
总 是 在 膜 的 切 平 面 内 ; 

(2) 膜 的 每 一 块 元 素 都 没有 伸张 变形 ,因此 根据 胡 克 定律 , 线 力 是 带 数 ; 

(3) 膜 的 重量 与 腊 的 张力 相 比 很 小 ; 

(4) 膜 的 偏 称 与 膜 的 景 小 直径 相 比 很 小 ; 

(5) 位 移 后 的 膜 在 任 一 点 .上 的 斜率 与 1 相 比 很 小 ， 

(6) ER FUB BR n). 

我 们 考察 膜 的 -- 块 微小 元 素 . AA W RERED, t ER yc AR E EE Ele 
似 地 等 于 AxAy. 如 果 耳 是 每 单位 长 度 上 的 张力 , 则 作用 在 这 块 元 素 各 边 上 
的 力 是 TAxz 各 TAyt 见 图 2.2). 


图 2.2 


fr ite š BJ HKT LC 3E E Jy 8E JJ E 
TArsng- TAÀxsina + TAÀysnó - TAysny. 
ER Jg CAR], Br AL 1 VR X PR j IF SCRI RIDE ELEC TE EIE UI. TER 
力 变 为 


2.4 在 漳 性 介质 中 的 被 Hc 


Tá&xr(tanB — iana) + T'Ay(Glanó — tany). 
RE HS Lim SHADE, +: 31 S$ J Pi St 3E 1 BIZE HE E 
T'Ar(tan8 — tana) + TAy(tanó — tany) = pAAu,, — (2.3.1) 
其 中 o 是 每 单位 面积 膜 的 质量 ,AA==AzrAy Sr iX EC PSI EH, uu 在 所 考察 
的 区 域 中 的 某 点 上 取 值 .但 出 微 积分 学 可 类 
tang = ux y). 
tang 7 u( x5, y + ^y), 
land 77 u.c. yi), 
tany = u, x t Ac y2), 
其 中 zl Fa E z Er lz + Az 之 问 的 值 ,yy Go Ey Ey Myt ^y cla] 
的 伯 . 把 这 些 值 代入 式 (2.3.1), 得 
TArl ura yt Ay) — u, Cri v] 
+ TAylu (x + ^r, y) — u x. vi)l 
—pArÓ^yu,. 
把 上 式 除 以 pArAy, 得 
Tfu Cry t Ay) - uro y) | ux tAr, y) - acra 


e Ay år 
= Hg. (2.3.2) 
令 Ar Ay BEST 2 I b ER , 3:3] 
uy = cu, + uy) s (2.3.3) 


其 中 ¿= T/o X TA REN — «eg. 
如 果 在 膜 的 每 单位 面积 上 有 外 态 FENE. TE.. ARA FIE 
X: 
u, = C (uu t uu) t f, (2.3.4) 
其 中 三 = E/o. 


2.4 在 弹性 介质 中 的 波 


如 果 在 一 弹性 介质 中 的 一 点 处 发 生 一 个 小 扰动 ,那么 周围 的 质点 就 会 产 
生 运 动 ,这 时 介质 处 于 应 变 状 态 之 中 .我 们 考察 沿 所 有 方向 扩展 的 这 样 一 种 运 
动 状 态 -. 假 设 介质 的 位 移 是 微小 的 ,而且 我 们 不 讨论 介质 作为 -个 整体 来 说 的 
平移 或 旋转 ， 

假设 我 们 所 研究 的 物体 是 均匀 的 和 各 向 同性 的 . 令 AY 是 物体 的 一 鼎 微 


. 2? ` 


| POE ”数学 模型 与 定 解 问题 
小 体积 元 素 , 旦 作用 六 这 上 岂 体 积 元 素 表 面 上 的 应 力 是 r. Tys Tu Teys Tar? 
Tars PE r 


A ye 


! aco Voy JF SK ZL 78 DEBA ERJ , ñ EC BJ Jur 73 PR A BY 17 73 C, B] 
2.3). 


Hm 2.3 


我 们 将 假设 应 力 张 量 r; OPER OD, Bl 


T; — Tue PT E.P] = Ty, 


(2.4.1) 

忽略 体力 ,那么 在 x 方向 上 作用 在 这 块 体积 元 案 上 的 所 有 力 的 总 和 是 

KES) | rthr— (Tar) Mh 十 [ (c4) | ay 一 (r>) | ]Az Az 
[Cra CullAzAy. 
根据 牛顿 第 一 运动 定律 ,合力 等 于 质量 乘 以 加 速度 ,于 是 得 到 

[Grad ar T Gu Iu layAs + FG Lua, 7 Gu! JAzAx 

t [Gral uas — GUI AZAY = pAzAyAzu,. (2.4.2) 

其 中 o RUBUS Hu 是 在 z 方向 上 的 位 移 分 量 . 因 此 令 AV ETER 

腿 , 得 


dra ray ITa _ Pu 
Br T dy dz P FER (2.4.3) 
类 似 地 可 得 下 列 两 个 相应 于 y 方向 和 = 方向 的 方程 
dr dr Ar Fy 
— t _ t yy t ss _ d y 
dr toy! Br C Pape (2.4.4) 
T 


即 体积 元 素 的 转动 平衡 某 件 . 


2.4 在 弹性 介质 中 的 波 。 13 * 


EH o Aw 48S y 方向 和 > 方向 上 的 位 移 分 量 . 
项 在 我 们 可 以 定义 线 应 变 为 


2u / dw Jy 
Ern — gxr > — Jy üz! 


Jy _ du gau 

Ew T ay'a C dg ` Ja? (2.4.6) 
"ETT do du 

£= = Ma 4 ur, 

7x dg a Jr dy 


其 中 6 ,ew ,80 表示 止 应 变 ,eyw Less e URBEM. 
就 各 向 同性 的 物体 来 浇 , 广 义 胡 克 定 律 具有 下 列 形式 ; 
| Tar = AB lEn Tu = Eys 
ATQ, = AG T 2uB.. Tu 7 MES (2.4.7) 
n = AD ug. Tiy = BEL. 
其 中 8= =. Teyte, À 和 Am 是 拉美 常数 . 
用 位 移 表 未 应 力 ,得 到 


a 


= A04 2p 


Try 


Try 


_ fav 2u 
一 d (2.4.8) 


dv + 
Fa F dx dz 


对 方程 组 (2.4.8) 求 微分 ,得 到 


E 


dr, 28 d^u 
J 二 À 3r tnu 2:5 
dr Jy Pu 
“tay 20,9 0. ug 
gy 加 Ë 3rdy + E gy (2.4.9) 
Ira 0,29 | , Xu 
jz ^ P Iraz H Da 
把 方程 组 (2.4.9) 代 入 等 式 (2.4.3} 可 得 
| 
ar "log? Ə+29y Jdrdz 
Pu CEN Fau Fu 
tuo E -- e (2.4.10) 


广 意 到 


"EE droy droz Gr Jr 
Jul Aid 
py gg gy 
A= LII 十 , 
J + dy EP 


符号 A V. 称 为 拉 普 拉 斯 算 于 .因此 方程 (2,4.10) 变 为 
2 
TEE EPI 


z? 
ETILA F ñiy A rti: 


28 Fy 
(A i 3. t Vu = pg 
28 Fw 
(À + i5. tuu = p ag 


把 上 述 运动 方程 写成 矢 基 形式 
(À + ugrad dive + uN U = pus, 
lain — uit uj + wk, 9 = divu. 
(0) WR dive = 0.382, — BC FERES 
p Vu = pu, 
或 
Ua = c Viu, 


其 中 c=v p/p 是 波 的 传播 速度 . 


DE ATA WEBM SR IRL 


(2.4.11) 


(2.4.12) 


(2.4.13) 


(2.4.14) 


(2.4.15) 


这 是 一 种 等 体积 波 传播 的 情形 ,因为 对 以 这 个 速度 运动 的 波 来 说 ,体积 脱 
胀 电 为 零 .有 时 这 名 证 称 为 畸变 波 , 因 为 波 的 传播 速度 依赖 于 u A o, EJ 


弹性 模 量 u 是 表示 体积 元 素 的 畸变 与 旋转 特性 的 . 
(i) 当 curlu = O 时 ,由 恒等式 


curl curly = grad divu — V2u 


得 出 
grad divu = Vu. 
于 是 一 般 方程 变 为 
(A + 20) Vu = pu, 
或 
| us = ce Vu, 
其 中 波 的 传播 速度 是 


(2.4.16) 


2.5 在 固体 中 的 热传导 C d$ ， 


这 是 - :种 无 旋 或 膨胀 波 传 播 的 情形 ,因为 curlu = 0 18 5; 3 RES 2. 0E 
(2.4.15) 与 (2.4.16) 称 为 三 维 波动 方程 
-- 般 来 说 ,被 动 方程 是 以 写 为 
us = c Vu, (2.4.17) 
B PREMIATE He A OE 3 y 8 Z Br A SE U 2 h T 
xx y Bec YES T PELIS h HBH; BUR, ñ: s B| RS E LE SA rh IJ ra Te sh 
PETAI PLE SH RT ahi. 


2.5 在 固体 中 的 热传导 


考察 . - 朵 曲 而 B 所 包围 的 区 域 D^ S um y m t)dévERI Z] +; 的 点 
(zy ;2 处 的 温度 .如果 温 度 不 是 常数 , 邢 么 热量 出 高 温 处 流向 低温 灶 . 由 博 
里 中 定律 ,热流 的 变化 率 与 温度 梯度 成 开 比 .因此 在 各 向 同性 的 物 林 中 , 栽 流 
速度 是 

v —— Kgradu, (2.5.1) 
Jib K 是 常数 , 称 为 物体 的 导热 率 . 

ü D&D’ Af- HH hE B 所 包围 的 区 域 , 则 在 单位 时 间 中 流出 口 的 

总 热量 是 
Toas, 


其 中 o, = u -n 是 v 在 B 的 单位 外 法 线 & 方向 上 的 分 量 .因此 利用 高 斯 定理 
(MAER), 


jË ds = div(— Kgradu)drdydz 
p 


B 


——K Il V udrdyds. (2.5.2) 
D 


BEE D 内 的 总 热量 已 知 为 
|| gearayas, (2.5.3) 
其 中 p 是 物质 的 密度 Lo RIA IDRE) Sok BL f) s RE e uj EL AR HR , 
则 在 D ARET EERE 
- Il ap  drdyds. (2.5.4) 


n 


由 于 在 万 内 的 热量 碱 少 的 变化 率 必须 等 于 在 单位 时 间 内 流出 的 总 热量 ,就 
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_ | opu,dxdydz =- K || V^udzdydz 
D D 


或 
有 Lopu, - KV! u ]drdydz = 0, (2.5.5) 


jt D 是 D* 内 的 任 一 区 域 .我 们 假设 上 述 积 分 中 的 被 积 函 数 是 连续 的 ,如果 
BERRAR DARA ro yo,zo) 处 不 等 于 零 , 则 由 连续 性 ,可 得 被 积 函 
数 在 一 个 包 轩 点 (x6, Yo, zo) 的 小 区 域 上 恒 不 等 于 零 , 继续 用 这 一 方式 扩充 到 
包括 D 的 区 域 ,因此 积分 必 不 等 于 零 , 与 (2.5.5) 式 于 古 . 于 是 被 积 隧 数 处 处 
为 零 , 即 
u, 二 (2.5.6) 

其 中 下 = 天 Lapo. 这 个 方程 称 为 热传导 方程 ， 

这 种 类 型 的 方程 出 现在 各 种 数学 物理 问题 之 中 ;例如 ,在 扩散 物质 的 浓 
度 ,在 一 长 沟 中 的 潮水 波 的 运动 与 电缆 的 传输 等 问题 中 . 


2.6 引力 £9 


存 本 节 我 们 将 导出 在 侦 逢 分 方程 理论 中 最 著名 的 一 个 方程 
方程 ， 

如 图 2.4 所 示 ,我 们 考察 在 点 P MIQ 处 质量 为 站 MM 的 随 个 质点 . 设 > 
是 两 质点 间 的 距离 .于 是 根据 牛顿 的 万 有 引力 定律 ,引力 与 两 质点 质量 的 乘积 
成 正比 ,与 两 质点 间距 离 的 平方 成 反比 ,因此 它 可 表示 为 下 列 形式 : 


pag"M. (2.6.1) 
r 


拉 普 拉 斯 


其 中 G 是 引力 常数 ， 
在 势 论 中 通常 选择 这 样 的 少 的 单位 使 G 


o l. FF 变 成 
F.M (2.6.2) 
如 果 用 r 表示 矢量 PQ , 则 在 点 PP EHE m 


的 质点 对 点 Q 处 的 每 单位 质量 的 质点 的 作用 
P 力 可 写成 


图 2.4 FI ç [), (2.6.3) 


它 称 为 这 个 力 所 产 生 的 引力 场 的 强度 ， 
假定 一 单位 质量 的 质点 受到 点 了 Ab hh Et m 的 质点 的 吸引 ,由 寺 穷 远 处 
移动 到 Q1 I F Pr E BS 3 e 


[ v [2] dr = m. (2.6.4) 

xCT- Z1) f (BER 2 E ARP. hh A BJ 5 |p EREA AERIS , 它 可 表示 为 

v =- =. (2.6.5) 
EDEA Q ARGI J M BJ TRE TE 

F-v(2-- vv. (2.6.6) 


我 们 现在 考察 n PERAI A momit, m, 的 质点 ,它们 与 点 Q BER 
离 分 别 是 roro r .那么 由 于 这 个 质点 系 对 点 Q 处 每 单位 质量 的 质点 的 
吸引 力 是 


F = ym v> Pe (2.6.7) 
由 这 些 作 有 四 在 单位 质量 的 质点 上 前 力 所 作 的 功 是 
| F.dr- X = v. (2.6.8) 


这 个 势 满足 
wy =- 只 人 中- y V 20, n0.  Q.69 
£=] 


i-i "k 


如 果 在 某 一 体积 R PILLE YE SUD EI) LER 2.5 Bo BARNE H 
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(ryz) EP Mr (2.6.10) 
R 
Bp rov (r- ei (y- LAG H.E Q KMS. dun] v Bp RI 
= Ü. (2.6.11) 


KARESE UE ES #. E th Bir YE E T E [n] EZ rH , A 
ARE ER CAE 2I) Jy PETS Ej gñ YE BBT; PRECES e nj aB Z P. 3 [Jp CRI 
>J Et g BJ B| h u Pu Jy pa n] ELE e i: ha Sh Jy Fš NUDE sh Jy Fë fS 


2.7 ERRITEN nl g8 


前 面 导 出 的 三 种 典型 偏 微分 方程 都 是 一 般 物 理 规 律 的 数学 表示 . I| Ml , 
振动 问题 导出 的 弦 振 动 方程 表述 了 一 切 和 柔软 均 匀 细 茧 作 微 小 横向 振动 的 共同 
规律 ,所 以 弦 振 动 方程 又 称 为 落 振 动 问 题 的 泛 定 方程 ,在 推导 方 称 的 过 程 中 ， 
没有 考虑 纺 的 初始 状态 和 豆 所 受 的 约束 情况 . 如 果 不 是 泛 证 地 研 究 跤 的 振动 ， 
就 必须 考虑 蓄 所 具有 的 特定 条 件 , 因 为 六 的 初始 状态 和 端点 的 约束 条 件 不 同 ， 
产生 的 影响 也 不 同 ,从 而 弦 的 振动 也 不 - - 样 . 因 此 对 弦 的 振动 问题 而 言 ,不 仅 
要 建立 振动 方程 ,还 要 列 出 弦 所 处 的 特定 条 件 .对 于 热传导 方程 和 拉 普 拉 斯 方 
程 也 是 同样 情况 ,总 之 ,三 种 上 典型 方程 均 统 称 活 定 方程 , 面 说 明 特定 的 初始 状 
态 的 条 件 称 为 初始 条 从 ;说 明 特 年 的 边界 上 约束 状况 的 条 件 称 为 边界 条 件 . 

初始 条 件 给 出 县 体 物理 现象 的 初始 状态 . 例如 ,对 于 弦 振 动 问题 , 切 始 条 
件 是 指 弦 在 开始 振动 时 刻 的 位 置 和 速度 . 如 果 用 gtz) 和 Cx 4E REIS £ —0 
时 的 初始 位 置 和 初始 速度 , 则 强 振 动 问题 的 初始 条 件 可 表示 为 

ulio = plz), (2.7.1) 
下 | -0 = dGx). (2.7.2) 

A (SE RR UU t A E des p ta HJ 22] 32 K dl E BOLA OO A $€MD) 

表示 : 0 BIKE ROM. 处 的 温度 , 则 热传导 问题 的 初始 条 件 可 表 为 
u( M,t)l, ç = @(M). (2.7.3) 

接 普 拉 斯 方程 是 描述 与 时 间 无 关 的 恒 稳 状态 , Bi f 311 2 PE. 

边界 条 件 足 给 出 具体 物理 现象 在 边界 上 所 处 的 物理 情 疙 ,依据 边界 条 件 
数学 表达 方式 的 不 同 ,一 般 把 边界 条 件 分 成 三 类 . 设 a 为 未 知 函 数 ,S 为 物体 
的 表面 , 则 有 如 下 三 类 边界 条 件 : 

(1) BRRR PF 


2.7. 定 解 荣 仁 与 定 解 问题 . 19. 


38 —3& IL 9 RT ETUR IB a CARS 二 的 数值 , 即 

uly = f. (2.7.4) 
B|. 6 o es B E, E IF PATHS hi [E RE UJ , RS Da s a AAE , WI H: 
边界 条 件 为 


ul. = Ü, u | = ü. (2.7.5) 
EMO PERRA RE DELE, ERE GO ua Cr) 3 MRAR Hp 
ulize = mn. ul,- m g(t). (2.7.6) 


浆 如 在 热传导 问题 中 , 当 物 体 与 外 界 接 触 的 表面 涯 度 or viz. DEM, 
则 其 边界 条 件 为 
uls = g(zx,y,z,t). (2.7.7) 
(2) 第 二 类 边界 条 件 
第 一 类 边界 条 件 是 给 出 a HS BUJXAZE n J s] BJ I6] 3C , BU 


du _ 
Fa SU E. (2.7.8) 


HA, k g ah ajira , A ONTE r = AA GEEET x 轴 的 直 
2e ETE EL H BJ F. TRS, ELSE E ELA ET RUP) ,我 们 称 此 端点 为 自由 端 , 此 
点 边界 上 的 张力 沿 垂 直 于 x 轴 的 方向 的 分 其 为 零 ,因此 ,在 方程 的 推导 中 可 


arit] =0, 妈 
drir l 


gu _ 

了 | ,= (2.7.9) 
` EB IE J Wr BL T x 轴 方 向 的 分 量 是 : 的 一 个 已 知 阔 数 ji(z) 时 ,有 

Q 

24 uu gl). (2.7.10) 


XT A fS [8] BS LET c E 3 8 p Boe T AGIS, MERE S 上 热量 
的 流速 始终 为 零 , 则 由 方程 推导 过 程 可 得 出 边界 条 件 


duj o, (2.7.11) 


an E 
当 物体 与 外 界 接触 的 表面 S 上 各 单位 面积 在 单位 时 间 内 流 过 的 热量 已 
Aut dieat ded, & S Ads = - k DH ,这 表明 温度 u 没 外 法 线 广 
向 导数 是 已 知 的 ,故此 处 边界 条 件 可 表 为 


M 
25 7 uir.v.m.t). (2.7.12) 


(3) 98 XE RE 
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第 过 类 边界 条 件 是 给 出 u VRŠE RREA ATENI EIE, 


nt) 

PEREIRA EUR z=/ 处 被 弹性 支撑 所 支承 , 设 弹性 支撑 原 

来 位 置 为 =0, 则 a |, 表示 弹性 支撑 的 应 变 ,由 胡 克 定律 知 ,在 x 一! T. 

力 沿 位 移 方向 的 分 量 T5" MN LL. TH MILI 
写成 边界 条 件 为 


QUE (2.7.13) 


= 0, (2.7.14) 


x-i 
HEPREAA k ARRERA, = b T. 

[E35 fe 5j e] RE nj LE ALBO hur S 与 周围 的 介质 有 热量 交换 ,这 
时 能 测量 到 与 物体 接触 处 的 介质 的 温 庆 wj RE a 与 物体 在 表面 S 上 的 温 
Eu 并 不 相同 .依据 传 热学 的 实验 定律 ,物体 从 一 介质 流 人 另 一 介质 的 热量 与 
两 介质 癌 的 温度 差 成 正比 , 即 dQ — A (u — u )dSdt ,其 中 常数 及 称 为 两 种 介 
质 间 的 热 交 撞 系数 , 它 取 正 值 ,在 物体 内 部 尾 取 一 个 无 限 接近 于 边界 S 的 闭 
曲面 了 ,由 于 在 S 的 内 恒 热 量 不 能 积累 ,因此 在 六 上 的 热量 流速 应 等 于 边界 S 


上 的 热量 流速 -&S- | = -给 | ,其 中 为 传 热 系数 . 因而 , 当 物体 与 外 界 有 
r r 


RRN RUK AE tap E = (uui) | s B 


ER g=h/k. 

以 上 给 出 的 边界 条 件 都 是 定义 在 边界 S ACARAR, ERREA 
零 时 ,相应 的 边界 条 件 称 为 齐 次 的 ,否则 称 为 非 齐 次 的 . 

上 述 的 初始 条 忻 和 边界 条 件 总 称 为 定 解 条 件 , 由 小 定 方 程 及 相应 的 定 解 
条 件 所 构成 的 问题 , 称 为 定 解 问题 .具体 说 ,出 证 定 方 程 和 初始 条 件 构成 的 定 
解 癌 题 称 为 初 值 问题 或 柯 西 (Canchy) 问 题 ; 由 证 定 方程 和 边界 条 件 构 成 的 定 
解 问题 称 为 边 值 问题 ;而 出 活 定 方程 ,初始 条 件 及 边界 条 件 构成 的 定 解 问题 称 
为 混合 初 边 值 问题 或 简称 为 温 合 问题 ， 

一 个 消 定 方程 的 解 的 概念 如 同 1.1 节 所 述 . 若 该 方程 的 通 解 ( 即 方程 解 的 
全 体 ) 中 的 某 个 解 还 满足 方程 所 在 的 定 解 问题 中 的 所 有 是 解 条 件 , 则 此 解 又 称 
为 是 该 定 解 问 题 的 解 或 称 为 特 解 . 

一 个 定 解 问题 提 得 是 否 正 确 ,必须 由 实践 来 检验 . 通常 ,需要 考察 看 它 县 


2.8 WFA ' 21 ` 


SWE PETREA BL BJ 32k : 

(1) RRETHE. 即 看 所 扣 的 定 解 问题 是 否 有 和 解 ; 

(2) 解 的 惟一 性 , 峻 看 所 提 的 定 解 问题 是 否 有 惟一 的 解 ; 

(3) RE PPTEGETE. 即 看 定 解 问题 的 解 是 任 关 于 定 解 条 件 具 有 连续 依赖 性 ， 
这 就 是 说 , 当 定 解 条 件 有 微小 变动 时 ,引起 解 的 变动 是 伸 也 相应 的 足够 小 . 若 
如 此 , 则 称 此 解 是 稳定 的 ,否则 称 其 解 是 不 稳定 的 .由 于 定 解 条 件 一 般 基 通过 
实验 测 得 ,实验 络 果 党 有 误差 , 苔 解 内 定 甬 某 件 的 误差 而 有 很 大 的 超出 允许 的 
变动 , 则 这 种 不 连续 依赖 于 定 解 条 件 的 解 足 不 能 符合 客观 情况 和 实际 奢求 的 . 

如 果 -个 定 解 问题 满足 上 述 三 个 方面 的 要 求 , 即 它 存 在 惟 -一 个 稳定 的 
解 , 则 称 此 定 解 问题 是 适 定 的 ,否则 称 其 为 不 适 定 的 .通常 , 定 解 问题 适 定 性 的 
讨论 是 很 困难 的 ,本 书 主 要 讨论 定 解 问题 的 存在 性 与 求解 方法 . 


2.8 RR 


设 一 线性 偏 被 分 方程 具有 下 列 形 式 : 
Liu]= G, 
我 们 也 可用 算 子 的 记号 来 表示 附加 条 件 .例如 ,我 们 可 以 定义 
[ u.].-0 — M.L =], 
[u], — Mla], 
上 其 中 算 子 M,, M, 是 表示 附加 条 件 的 线性 算 子 .于 是 初 边 值 问 题 可 以 写 为 
L[u]- G, 
Mile Bd (2.8.1) 
M,[u] = grs 
其 中 第 一 个 方程 是 线性 偏 微分 方程 ,而 其 余 的 是 线性 初始 条 件 或 线性 边界 条 
件 .例如 , 初 边 值 问题 
Hu - c^ uu = G(r,2), Ü < x< l,t > Ü, 


a (z,0) 一 giir}, 0= r=!, 

(2.8.2) 
u x ,0) — gaz), greaf, 
u(0,2) = gy (1), u(l,t) = p (r), m0 


可 以 写成 下 列 形式 : 
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Llul= G, 
Mila] = El Mol z ] = En 
basta) 一 £3: Malu | = Ejs 
其 中 g; 2 SRGE IER ER LEER T RI PR AEE RE. 
我 们 考察 定 解 问题 (2.8.1). 邻 
# = u 1 w, 
其 中 o 是 定 解 问题 {2.8.1) 中 的 方程 的 特 解 , 即 
Lio] = G. 
因为 这 个 方程 是 线性 的 ,所 以 我 们 有 
Llul= Llvl+Llw] = G. 


因此 
Liw] = 0. 


(2.8.3) 


于 是 我 们 可 以 这 样 说 ,… -个 给 定 的 偏 微分 方程 的 解 能 够 表 沙 为 它 的 一 个 特 解 


与 它 所 对 应 的 齐 次 方程 (或 称 相应 齐 次 方程 ) 的 解 的 和 . 


由 于 定 解 问题 (2.8.1)? 中 的 方程 与 所 包含 的 附加 条 件 都 是 线 攻 


以 把 定 解 问 题 (2.8.1) 分 解 为 下 面 一 系列 定 解 问题 : 


í L[ ug] — G. 
Mil uol = 0, 
Ë Mol uo] = Ü, 
| M, uo] = 0, 
Lui] = 0, 
Mile] -= Els 
Mal u] =0, 
| M, «1] = 0, 
L|u,] = ü, 
Mil u, 1 = Ü, 
j Milu,] = 0, 
Maltal = g,. 


然后 定 解 问题 (2.,8.,1) 的 解 可 用 下 列 形式 得 到 : 


:的 ,我 们 可 


(2.8.4) 


(2.8.5) 


(2.8.6) 


J g . 23 ° 


u = Yu (2.8.7) 


现在 我 们 来 考察 定 解 问题 (2.8.5) .假定 我 们 找到 一 个 函数 列 p,p, 
它 可 以 是 有 限 个 或 无 限 个 ,满足 下 列 齐 次 方程 组 : 


AT = 0, 
Mal gpi DA = 4,2,3,7) (2.8.8) 
M, ei = Ü, 
而 入 假定 我 们 能 把 z, 表示 成 级 数 
gi = cMileil + ceMil gl, (2.8.9) 
那么 图 数 01,92, 7 IER PEH £ 
Mj) — Cg T £29» TT (2.8.10) 


dx HR REL O8 5) TORRE. CLER J k P 24315 (2.8. 10) P TESTE EL B 
项 数 是 无 限时 ,我 们 要 求 这 个 无 穷 级 数 应 是 一 致 收 人 雍和 充分 古 微 的 , 且 所 有 级 
数 Ni[ zj 都 是 一 致 收 就 的 ,其 中 No = L N, =M, 71,2, 7,8. 


jj HH 
1. 试 证 :长 总 "的 振动 方程 是 
z 


uu = CUR. 
其 中 g 基 重 力 加 速度 . 
2. FERRMERIA E 
Ha d au, = c u,, 
其 中 骨 尼 力 与 速度 成 正比 ,a 是 常数 . 
考虑 回复 力 与 弦 的 位 移 成 正比 时 的 情形 ,证 明 这 时 所 得 到 的 仿 徽 分 方程 是 
uy t au, + bu = C las 
Rb b ROUTERS ERR. 
3. 考察 一 均匀 梁 的 横 振 动 .引用 梁 的 欧 拉 理论 ,在 一 点 的 力矩 M 可 写成 
M =-~ Elun, 
其 中 EJ 称 为 梁 的 弯 由 刚度 ,EE EARR, ERAR RA AE. E AE EE Ra 
可 用 下 列 方 程 来 措 述 : 
ug + C ti = Ü, 
其 中 es EIA, p 是 密度 ,A ERRAR ENE. 
4. 导出 弹性 薄板 的 咨 曲 方程 
Vu = q7D, 
HB q E hi CU TREES E0935 5] 01:2 , D 是 板 的 弯曲 刚度 ,而 
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5. 导出 一 维 热传导 方程 
HQ — Puy. 
1 UL EE IF) LEE] CT EE (B SOME RUE 2k uE HI E kE r s H 
u, = kuy the”, 


HP a Ma 都 是 常数 
6. 从 电动 力学 的 才 克 斯 书 方 程 组 出 发 ,证 明 在 导电 的 介质 中 , 电 声 强度 E RARE 
H 和 电流 密度 J 满足 下 列 方程: 
VN = X, 1 pÑ, 
其 中 X ER E,H HJ, uo 是 导 磁 率 ,se 是 介 岂 常数 ,o mx 
7. 学 出 流体 力学 中 的 连续 性 方 各 
p, t div[ pu) = Ü 
和 欧 拉 运动 方程 
ple + (u grad)u] + gradp = 0. 
8. 在 点 Q 处 的 势 的 拉 普 拉 斯 方程 (2.6.11) 的 推导 中 ,点 Q 是 在 物体 外 的 .现在 要 确 
定 当 点 Q 在 物体 内 时 的 势 ,并 证 明 它 满足 沾 松 方 和 
Viu —— drp, 
其 中 p 是 物体 的 密度 
9. 在 波动 方程 U, C VU P U = Eu 与 在 热传导 方程 U,=PU pU mea, 


UIPICMMS PEE E: 
Viu + k*u = 0. 


第 三 章 ”二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 
3.1 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 篇 微分 方程 


一 般 的 合 一 个 未 知 函数 的 二 阶 线性 偶 微 分 太 程 可 以 写成 


Y AA, DL t Fa = G, (3.1.1) 


其 中 ,我 们 假设 A, = AH A, B. P MOREEL as r AA 
的 某 - - DE S BJ 37 18 B n. 

本 章 我 们 将 研究 两 个 自 变量 r.y ZR RM u 的 二 阶 线性 方程 .因此 方 
程 (3.1.1) 可 以 写成 下 列 形式 ; 

Au, + Bu. t Cu, + Du, t Eu, T Fu = G, (3.1.2) 
其 中 系数 都 是 x 与 y HRK, HA, B,C 不 同时 为 零 .我 们 将 假设 画 数 u 及 
其 系数 都 是 二 次 连续 可 微 的 . 

二 阶 方 程 的 分 类 是 建立 在 通过 坐标 变换 能 够 把 方程 (3.1.2) 在 .点 化 
成 标准 形式 或 典型 形式 的 基础 上 的 . 一 个 方程 在 点 (4zp,y0) 称 为 是 双 曲 型 、 枫 
d E E d pas h R e k 

B2( zo, yo) ~ 4A{(ro,yo CC ro, yo) (3.1.3) 
为 正 ,为 零 或 为 负 而 定 的 . 如果 方 程 在 一 个 区 域内 的 每 点 均 为 双 晤 型 的 ,抛物 
型 的 或 椭 司 型 的 ,那么 就 称 方程 在 这 区 城内 是 双 曲 型 , 擅 物 型 或 厄 圆 型 的 .就 
商 个 自 变 量 的 情况 来 说 ,在 - 纵 定 的 区 域内 把 己 知 方程 化 成 标准 形式 的 变换 
总 是 能 够 找到 的 .但 是 ,就 多 个 自 变量 来 说 ,这 样 的 变换 - 般 是 不 可 能 找到 的 . 
我 们 要 利用 自 变量 的 变换 ,把 方程 (3.1.2) 北 为 标准 形式 . 设 新 变量 是 

£ = & x,»), 

97 gix.y). 
TRU rd. UGEUSEH MES, H ER CIT UST, 


(3.1.4) 


如” 二 阶 线性 仿 手 分 方程 的 分 类 是 由 解析 拖 亿 中 的 . :次 方程 的 分 类 得 到 启发 的 . - 
次 方程 
Art 4 Reyi Cy t Dr i Ey i F = Ü 
KER i qo sk ek ME EF: B^ —4AC HE. AE RO D yE B. 


(3.1.5) 


e 7e 
在 所 考虑 的 区 域内 恒 不 等 于 零 ,那么 + 和 y 可 由 变换 (3.1.4) 惟 一 确定 . B > 
和 MEE 和 的 二 次 连续 可 微 函数 ,我 们 有 
Hy = ud. + Males 
| uy = uy 十 Uy, 
(o Ma = o ugEL + 2us T ua]. T usb. + uyara (3.1.6) 
| Hr T Ham. t ug, (0,9, + me) + ape, T Ury T tighe» 
| Hy 一 ugs + Liege, + ls 十 wety T hy. 
把 上 和 面 这 些 偏 导 数 的 值 代 人 方程 (3.,1.2), 得 到 
A'ug t B'ug t C'ug t D'ugt Etu, + F*u = G°, (3.1.7) 
其 中 
A* = Aë + BE, + CE, 
B' = 2A + B(£ig, + £n) t 289, 
C* = An + By, + CS, 


D* = A£, + Bên + Ct, + D&, t E£,, (3.1.8) 
E" = Ag. + Bg, + Cy, + Dy, + En, 

F" = F, 

G* = G. 


经 过 一 般 变 换 (3.1.4) 所 产生 的 方程 (3.1.7) 和 原先 的 方程 (3.1.2) 具 有 相间 
的 形式 . 如 果 函 数 行列 式 不 等 于 零 ,那么 经 过 这 样 的 变换 后 ,方程 所 属 的 类 型 
仍 保持 不 变 . 这 个 结论 可 以 从 判别 式 的 符号 在 变换 下 是 不 变 的 这 一 事实 所 看 
出 , 即 
B*2- 4AY*C = F(B! - 4AC), (3.1.9) 
这 个 等 式 是 容易 验证 的 .这 里 ,应 该 注意 的 是 方程 在 区 域内 的 不 同 的 点 上 ,可 
以 属于 不 同 的 类 型 .但 是 在 本 书 中 ,我 们 将 假设 所 考 虚 的 方程 在 给 定 的 区 域内 
属于 同一 类 型 . 
方程 (3.1.2) 的 分 类 将 依赖 于 系数 A (x y) Blr y) f Clr, y) ÆBE H 
点 (zy) 上 的 值 .因此 ,我 们 把 方程 (3,1.2? 改 号 为 
Au, + Buy Cu, = H, (3.1.10) 
其 中 


H 一 H(X, Y, U, Urs uy), 


3.2 标准 形式 027 


Ii; $£8(3.1.7)89 8 
Aus + B* ug + C'u = H", (3.1.11) 
其 中 
H* = H? (È, Q, u, ug u,). 


3.2 标准 形式 


在 本 节 中 ,我 们 将 考虑 化 方程 (3.1.10) 为 标准 形式 的 间 题 . 
我 们 首先 假定 4 ,8,C 都 不 是 零 . 设 € 和 7 是 新 变量 ,使 得 方程 (3.1.11) 
中 的 系数 4 “和 C "都 等 于 零 . 于 是 由 式 (3.1.8) ,得 到 
A* = Aë + B&£, + C = 0, 
和 
C* = Ay? + Bu, + Co, = 0. 
这 两 个 方程 的 形式 是 相同 的 ,因此 我 们 可 以 把 它们 写成 下 列 形式 : 


AC + Bg, - CO, = 0, (3.2.1) 
tb tede 或 ? 中 的 任何 一 个 .方程 (3.2.1) 除 以 CZ ER 
AE) (E) C9. (3.2.2) 
WEHA C-RA, A 
d£ = £,dr + C dy = 0, 
即 
dy --g. (3.2.3) 
因此 方程 (3.2.2) 可 写成 下 列 形式 : 
Ay] - By, + C = 0, (3.2.4) 
它 的 根 是 
x = (B* / B? - AAC)/2A (3.2.5) 
和 
y, = (B —/ B2 — 4AC)⁄2A. (3.2.6) 


方程 (3.2,4) 或 (3.2.5) 和 (3.2.6) 称 为 特征 方程 ,它们 沿 着 — y FEE 
族 曲 线 £= 常数 和 ;w= 常数 都 是 常 微分 方程 .方程 (3,2.5) 和 (3.2.6) 的 解 或 积 
分 称 为 特征 线 . 因为 这 些 方程 都 是 一 阶 常 微分 方程 ,所 以 每 个 解 含有 一 个 任意 
常数 .我 们 取 上 是 这 些 常数 中 的 任 一 个 值 , 而 取 ? 是 另 一 个 值 .这 里 ,我 们 应 
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注意 曲线 = 常数 和 ?= 常数 在 上 -了 坐标 系 中 表示 交行 于 坐标 币 的 直线 ， 

(ADAE 

如 果 B^-4AC»0,852 2; R(G.2.5)8(3.2.6) EL BU t £8 BAR H 
REKREA. TEB. LIIDES 

ue = Hy, (3.2.7) 

其 中 H = H*/B*. WER B" 350. 这 种 形式 称 为 双 曲 型 方程 的 第 一 标准 
BR. 

现在 如 果 再 引 大 新 日 变量 


la = £ +g, 
' 3.2.8 
B- €= 9, ( ) 
FEFRG.2. ME» 
ua 一 4g = Hila, pst, us ug). (3.2.9) 
Px 3k E EUER Jy xtd 2 70 4249 € A. 


(B} 抛 物 型 
在 这 种 情况 下 ,有 B* 一 4AC ==0. 因 此 方程 (3.2.5) 和 (3.2.6) 完 全 相同 . 
于 是 存在 -- 族 实 特征 线 ,我们 只 能 得 到 -~ 积分 $= 常数 (或 n= 常数 ). 
因为 B^-4AC 和 4* =0, 我 们 得 到 2 
A" = At + BES, + C5 
= (V Ag, + / CEY = 0, 
由 此 可 得 
`= 2A£,0, + Bé E, + Ep) + 2082, 
= 2(/ AE, + ¥ CE) C Am + V Cn) 
= 0， 
EPRA rryy) 是 任 选 的 ,只 要 使 它 与 Etzy 旨 是 函数 无 关 的 ;例如 取 9 — 
y ;, 困 数 行列 式 在 抛物 型 的 区 域内 就 不 等 于 零 . 
这 时 CC* 关 0, 以 C' 除 方程 (3.1.11) 得 
uy = Ha(£, 9, u wes us). (3.2.10) 
上 述 形 式 称 为 抛物 型 方程 的 标准 形式 、 
如 果 我 们 选 ?= 常数 作为 方程 (3.2.5) 的 积分 ,那么 方程 (3.1.11) 也 可 取 
FAUEX: 
ug = Hy (Ê, 9, u us, uy), (3.2.11) 


p KHAA ACISS,BEBURSS A, CHAE. 


3.2. 标准 形式 ， 29 。 
[CI 椭圆 型 
对 于 椭圆 型 方程 来 说 ,有 B^ -44C<0. 因 而 二 次 方程 (3.2.4) 无 实 值 解 ， 
但 有 两 个 复 共 轿 解 ,它们 是 实 变量 > 和 y 的 复 值 函 数 ,于 是 在 这 种 情形 下 , 没 
有 实 特 征 线 .然而 , 妇 果 系数 ALB 和 都 是 x 与 y 的 解析 函数 了 ,那么 我 们 可 
把 方程 (3.2.4) 考 虑 为 复 变 量 x 和 y 的 方程 . 
由 于 和 都 是 复 变 量 , 我 们 引 人 新 的 实 变量 


a = 2 (£ + 9), 
1 (3.2.12) 
B = xU - 7) 
因此 
= a + iB, 
(3.2.13) 
7 = a — B. 


首先 变换 方程 43.1.10) ,可 得 
A" (a.B)u,, + B"Ca,B)u,s t C" (a, B)ug 
= Hala, Bu Ho, up), (3.2.14) 
其 中 的 系数 与 方程 43.1.11) 的 系数 取得 相间 的 形式 . 利用 变换 (3.2.13) ,等 式 
A" = C* =0 328 
(Aat Basay + Co) - CABE + BRB, + CBS) 
+ i[2Ae, B, + B(a, B, + a, B.) + 2 Ca, B, ] = 0, 
(Aa. + Baa, + Ca2) — (AB + BBB, + CB2) 
-~ i[2Aa, B, + B(a, B, + apf) + 2Ca, 8,] = 0, 
BD 
(A" — C") - B = 0, 
ls - C")-iB" =0. 
要 使 上 面 两 个 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 
A" = C” BH B“ = 0. 
因此 方程 (3.2.14) 化 为 
f A" ua t AU ug = Hala, ,ts Ha, upa). 
把 上 式 除 以 AU 


DD” 两 个 实 变量 ry 的 函数 称 为 在 基 一 区 域内 是 触 析 的 ,如 果 在 此 区 域内 的 每 一 点 
(za, 20) 的 某 一 埋 域 内 , 隔 数 能 表示 为 变量 (z 一 zo) 和 (yy — yo RRN. 
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ua, + Hg = Hs(a,B, uus ug) (3.2.15) 
其 中 H.= HQ/AT REAR A LS 2 3E 99 RUE TU X 
[53.2.1] 考察 方程 
yu x uy = 0, 


这 里 


于 是 判别 式 
B2- 4ÀC = 4z222 >0 (xx0.y20). 
所 以 方程 除了 在 坐标 轴 x =0 和 y=0 上 外 ,处 处 是 双 曲 型 的 . 由 特征 方程 
(3.2.4) 
As = By, + C = 0, 


Bp 
y, = (Bt V B^ - AAC)/2A 
和 
y, = (B- V B? - AAC)/Z2A, 
可 得 
dy x 
dr y 
和 
dy | x 
dr y} 
对 上 面 两 个 方程 求 积 分 后 ,得 到 
Ti 
i» 十 iz = (3 


第 二 族 特征 线 是 一 族 贺 


为 了 把 原 方程 化 为 标准 形式 ,我 们 考虑 变换 ， 


3.2. 标准 形式 (51e 


1 1 
7 37 20 
1 l 
g = > t2. 
利用 (3.1.6) 得 
u = tr t My). — — Tig 十 Tilg, 


u,= ud tau, = yug t yuy, 
= u= +2 + uY + + 

Huy 一 Ug. Uer) Up) x tgar T ua 
= x!ug- 2x?^ug, 十 Truy 一 ug tg, 
一 2 2 

Hy, T7 Why 十 Zug yn, + uy ud, T uy 
= y tg + 2y ug, + y up 十 ug 十 uy, 


因而 原 方程 化 为 标准 形式 


Hs = NE yu _ jE yn: 
[5[3.2.2] 考察 偏 微分 方程 
Luar + 2zyu + y uy = 0. 
在 这 种 情况 下 ,判别 式 
B? - AAC = Ax? y! = Ax? y? = 0. 
因此 方程 处 处 是 抛物 型 的 .因为 特征 方程 是 


dy _ y 
dr z’ 
所 以 特征 线 族 是 
Xl. 
X 
这 是 一 族 直 线 的 方程 ， 
考虑 变换 
f: = x, 
77» 
其 中 7 了 是 任意 选择 的 .于 是 原 方程 化 为 标准 形式 
yu = Ü, 
E 
um = Ü (y #0). 


[63.2.3] 方程 
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al 
Hypo T GU d 


-ü 
除 坐 标 轴 e= 0 9b ARANI E II LER 2 


B? -4AC =- 422 «0 (x ZÜ. 
它 的 特征 方程 是 


和 
dy _. 
da: = 1 
积分 可 得 
| 2y- i = el 
和 
2y 十 ix^ = C2: 
内 而 如 果 设 
[: = Dy 一 ir?, 
7? = 2y + iz2, 
B: 
80 = EG- 9) =- 2, 
那么 我 们 得 到 标准 形式 


Waa 十 Hg = 2g 
这 里 我 们 应 当 注意 ,给 定 的 偏 微分 方程 在 不 同 的 区 域内 ,可 以 属于 不 同 的 
DENS UE RE ES 


Wu, 十 Tuy, = Ü 


" (0.2.10 
E r0 ARRAYA, E z<0 AENEAN, X B -4AC= -4z 
3.3. 常 系数 方程 … 


就 - -个 实 常 系数 方程 来 说 ,方程 在 区 域内 的 所 有 点 上 属于 同一 类 型 ,这 是 
因为 判别 式 B^-4AC ERA 
从 特征 方程 


— Br TE fb 6 03 7r Pe PH 5) 3S 


3.8 常 系数 方程 . 33 ° 


fa: = (B +v B? -4AC)/2A, 
, u (3.3.1) 
E = (B -x B? - AAC)/2A, 


我 们 能 看 出 特征 线 族 


y= E tB CAAC) + C, 
(3.3.2) 


是 两 族 直 线 . 所 以 特征 坐标 具有 于 列 形 式 ; 
i = y — AL, 
p= y Àt, 


(3.3.3) 


其 中 
A12 = B+VB -4AC (3.3.4) 
常 系数 二 阶 线性 偏 微 分 方程 可 以 写成 
Auct But Cass + Du, + Eu, + Fu = G(x.y). (3.3.8) 
(A) EZ E 
3$ B^ 一 4AC>0 时 ,方程 是 双 曲 型 的 ,在 这 种 情况 下 ,方程 有 两 族 不 同 的 
特征 线 . 因为 在 E 坐标 系 中 ,=C) 和 ?= C; 是 平行 于 坐标 轴 的 两 族 直线 ， 
BrELAESR(3.3. 3 EURHIE 429 (3.3.2 IR SEA Z 坐标 系 的 坐标 线 族 .经 过 这 
个 变换 后 ,方程 (3.3.,5) 变 为 
ug = Dius + Eju, + Fiu + Gi(8, 9), (3.3.6) 
其 中 p E, F, 者 是 常数 ,这 里, 因为 系数 都 是 常数 ,所 以 低 阶 项 都 可 用 显 
式 表 示 出 来 . 
当 有 =0 时 ,方程 (3.3.1) 不 能 成 立 ,在 这 种 情况 下 ,特征 方程 可 以 取 下 列 
形式 ， 
— B(dz/dy) + C(dz/dy)* = 0, 


Xn] PLE S 
dr/dy = Ü 
和 
-B + C(dz/dy) = 0. 
积分 得 到 


t= CI 
和 
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Kp = (B/C)y 十 C5, 
其 中 C, 和 C. 都 是 积分 常数 .于 是 特征 坐标 是 


£= x, 


. (3.3.7) 
yx -(B/C)y. 
经 过 这 个 变换 后 ,方程 (3.3,5) 化 为 标准 形 起 
ug = Di ug t Ep ust Fr u + Gp (6,9), (3.3.8) 
其 中 D: ,EY 和 下” 都 是 常数 ， 
{B) 抛 物 型 方程 


当 吾 -44C=0 时 ,方程 是 抛物 型 的 .在 这 种 情况 下 ,只 存在 一 族 实 特征 
线 , 由 式 (3,3.4) 得 
Àj = À; = (BAZA), 
因此 这 族 特 征 线 是 
y= B/2A)x + Cj, 
其 中 C, 是 积分 常数 .于 是 得 到 
£— 4 — (B/72A)x, 
g = hy + kz, 
其 中 ow 可 任意 选择 ,只 要 使 得 变换 的 函数 行列 式 不 等 于 零 , 且 只 和 都 是 常 
数 ， 
在 变换 (3.3. 细 申通 当选 择 常 数 疡 和 上 ,方程 143.3,.31 伐 为 
uy = Drug + Enu, + Fou + Ga 8,0), (3.3.10) 
其 中 D;,E; 和 F, 都 是 常数 ， 
如 果 B=0, 我 们 从 关系 式 
B*-4AC=0 
能 立即 看 出 已 或 A 等 于 零 , 这 时 原 方 程 本 身 己 经 具有 标准 形式 , 同 理 ,在 及 
或 C 等 于 零 的 情况 下 ,种 得 B 等 于 零 . 原 方程 也 已 为 标准 形式 ， 


(3.3.9) 


(CHARA RR 
"6 pt- 4AC<0 BF, 2788 HG LPS] E DURER TOUT ,两 族 特 征 线 是 复 共 
WERK. 
由 特征 方程 可 得 
y = Aj + js 
? = Ayr + G, (3.3.11) 
其 中 a, 和 4z 都 是 复数 . At C A C, 允许 取 复 值 .于 是 得 到 
M (3.3.12) 


9-2y-ía-ib)z, 
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其 中 1 -atiba Rb SEESCÉ.EHa-B/2A,b—/ AAC- B! 2A. 
引入 新 变量 


(3.3.13) 


用 这 个 变换 立即 能 把 方程 (3.3.5) 化 为 标准 形式 
ta ug 7 Du, + Eug + Fsu + Gla, ß), (3.3.14) 

其 中 D,,E, 和 F, 部 是 常数 ， 

我 们 注意 到 ,因为 B2 一 4AC<0, 所 以 A 或 已 都 不 能 是 零 . 

[B] 3.3.1】 考察 方程 

Ááu,, tu, T u, t uy t u, = 2. 

EX A-A,B-5,C- A, ST EI B2-4AC =9>0, 方 程 是 双 曲 型 的 .于 是 特征 
方程 为 


Y -1 
和 
dy 1 
dr 4" 
因此 特征 线 族 是 
y-rtO 
和 
y = (x/4) + C. 
所 以 作 变 换 
|Ë = y- z, 
|? = y- (z/4), 
能 把 原 方 各 化 为 标准 形式 
wla $ 
这 个 形式 是 第 一 标准 形式 . 
a = £ +g, 
B= š 9, 


可 以 得 到 第 二 标准 形式 
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so |oo 


Wu ug = Eua c T up 一 
[53.3.2] FÆ 


Ha, — du, 


Rd mE. A-1,B--4,C-4, TÉ B? - AAC = 0. AEAEE 
(3.3.9) 2[ (8 


— uy 
t du = e 


É = y + 2 
和 
J = x 
其 中 y 是 任意 选择 的 .用 这 个 变换 , 原 方程 化 为 
Hag 一 4* 


[53.3.3] 考察 方程 
trr uu H us t u, = D. 
AA A=1,B=1,C=1, fA B? - AAC — -3<0,B Jr E E RG BLR FD 
我 们 有 


,BivB -4AC _ 1 | 3 
L27 2A | 2-7!23 
T 
.[L 43 
ë = y 由 + 
1.43 
(e$ 
引信 新 变量 
adt y) y- ha, 
B= (t-q) = iz 
Tk IB Zr P Tk, y ba HERE X 
ws ug = + 
3.4 38 # 


35.4 Ñ fs 373 
式 作 进一步 的 简化 ,可 以 得 出 通 解 .如 果 方 程 的 标准 形式 是 简单 的 ,那么 我 们 
能 立即 确定 其 通 解 . 

[83.4.1] 求 下 列 方程 的 通 解 : 
xju, + 2ryu, + y uy - Ü. 
4E BI 3.2.2 P, AER e= yrr, g= ,这 个 方程 可 化 为 标准 形式 
Ha — 0 (v D). 
把 上 式 对 ?积分 两 次 ,得 到 
u(£,9) = gf(£) t g(é), 
其 中 六 &) 和 g CEA TE E PRICE AERE x Ay 来 表示 ,得 到 


ux. y)- (2s «(2). 
[53.4.2] WE F 51 5 Pt BJ AR: 
uu. T Su, 十 uy 十 u, + u, = 2. 
用 变换 £-y—-z.9—y-(zr/4),XCT y EE bn A a AA 3.3.1) 
2000908 7 d - 9 
用 代 换 v= uw,, 上 述 标 准 形式 又 可 化 为 


8 


tig = 3" — "E 
通过 分 离 变量 容易 求 出 它 的 积分 . 先 对 € 积分 ,得 到 
2-28 tAE 
: 3 ` 
再 对 BU E 
u(£,9) = i. * EO + FEJ, 
其 中 AOA g(w) 都 是 任意 函数 .所 以 原 方 程 的 通 解 是 
ñ i _ 
u(z,y) = HU - D e|» - + et + ffy- x). 
【 价 3.4.3] 试 求 册 下 列 方程 的 通 解 : 
| 3u,, + IÜu,, + 3u,, = 0. 
因为 有 -4AC= 全 >0, 所 以 方程 是 双 曲 型 的 .于 是 由 式 (3.3.2) ,特征 线 族 是 
y= 3 + Ü| 


fil 
1 
y = y + C5. 
取 特 征 学 标 为 
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hes. 
E l. 
p—» 34: 


3 un = D. 


原 方程 化 为 


因此 得 
Hp, = Ü. 
通过 积分 可 得 它 的 通 解 
u(£,9) = FCE) + g(9), 
其 中 (EM gi BEE ETC 
用 原来 的 变量 z 和 y 来 表示 ,上 式 变 为 


u(x,y) = fiy — 3x) ta(»- 3) 


3.5 小 结 与 进一步 的 简化 


我 们 对 两 个 自 变量 的 常 系数 二 阶 线性 仿 微 分 方程 的 分 类 小 结 如 下 : 


ANAE: up aju, taru, tasu t fi, 
Uu, u Taj u, taz uw, tagutfii 
HHUA: u, = byu, t biu, tozu tfa 
椭圆 型 方程 : upt HaT ciu, + cyu, t cau + fas 
EF + 和 s 表示 在 线性 变换 
r = r(+r,y), 
s = s(.r,y) 
下 的 新 的 自 变 量 , 且 其 函数 行列 式 J 去 0. 
为 了 进一步 简化 方程 (3.5.1), 引 人 新 孙 数 
o = uc 759. 


其 中 a 和 都 是 待定 系数 .计算 导数 ,得 


+Ë 
u= (u tave ^, 


ar + bs 


u,— (v, + bv)e ; 


r +Ë 
un = (u, + 2av, + a?v)e" 


ar+bs 
a = (u, + mu, + bu, + abv)e ， 


(3.5.1) 
(3.5.2) 
(3.5.3) 
(3.5.4) 


(3.5.5) 


(3.5.6) 


art b 
u= (u, +2bu + b^ w)e" ^. 


把 这 些 导 数 式 代 人 方程 (3.5.1) ,得 到 
vu, t (5 — ayu, + (a — au, + (ab — aja- ab ~ asju = fle 
为 了 使 上 式 中 的 一 阶 导 数 的 系数 等 填塞, 取 


a 一 ü5,b = dq. 


Car bs) 


于 是 上 面 的 方程 变 为 
v, = (ajaa t as)v + gi, 

其 中 g; = fie 777 Re o Ur LETRA 269 (3.5.2) — (3.5.4). 

十 是 ,相应 于 方程 (3.5.1) 一 (3.5.4), 9 得 下 列 变 换 后 的 方程 ， 


冯 曲 型 方程 :vw 一 hvt+gl, (3.5.7) 

O, Oe = hp vt gy, (3.5.8) 
抛物 型 方程 ;v= hoo t go; (3.5.9) 
椭圆 型 方程 : w+ us hau t gs. {3.5.10) 


就 多 个 自 变量 或 高 阶 仿 微 分 方程 来 说 ,它们 的 分 类 要 复杂 得 多 . 欲 进一步 
阅读 ,可 和 参看 柯 朗 和 和希 尔 伯 特 编著 的 《数学 物理 方法 》. 


J E 


L. 确定 下 列 各 方程 为 双 有 曲 型 拍 物 型 或 椭圆 型 的 范围 ,并 在 相应 的 区 域 中 化 方程 为 标 
WER: 
(a) xus t uy 7 x^ 
(b) us, t y^ ys 
(c) zx; t xyuy, 70; 
(d) zlu, -2axyu, * yu, 7 e 
(e) u. uy 7 duy Ü; 
(D eu t eu, = us 
(g) sin" ru. + Sin2 rus, 十 COS xu, = E 
(h) ui, Xaa t zu, t yu, F u =Ü. 
2. 求 出 下 列 各 方程 的 通 解 ,并 代 回 原 方 程 来 检验 有 是否 是 解 : 
(i) ra t 2xyu,, * y yt xyu, + yu, 70; 
(D ruy c run -2c?u, -0(e 是 常数 )， 
{提示 ; 今 u= ru.) 
3. 求 下 别 方 程 的 特征 线 ,特征 坐标 ,并 化 方程 为 标准 形式 : 
(a) u,, ! 2u,t3u, t du, t Su, + PEE UP 
(b) 2u, C 4u,, *2u,, + 3u = 0; 


" 40 ° 第 三 章 CERTE MEO UI RE p E 


(c) us, + Su, + duy + Tu, —sinz; 
(d) u,, tuy *2u, + 8a, ™ u—-0; 
(e) uut Zuyt9u,* u= 2; 
(D6u.-u,tu-cy; 

(g) uy, u, t dy = 325 

(h) y~ Iu, t 74, = cosy. 


4, 确定 下 列 方程 的 通 解 : 
(D us yuy =0( RISO; 
(ü) uat a, 70; UR E CO m cmi V -1.) 


Gü) uana T Ziy * ay 7 0; CRURA xm iy.) 

(iv) Un cu, t2u,-U; 

(v) u; + Wy 705 

(vi) az + lu, + 91, = y. 

5. 引入 新 变量 

v= pe E, 

其 中 上 和 号 都 是 待定 常数 ,把 下 列 方程 ; 

(i) u,-uyt3u,-2u,tu-lh 

(i) Bu Tu, Fu, t u, + =Ü 
化 为 标准 形式 ` 
VS 二 cv (c 是 常数 ). 
6. 已 知 常 系数 抛物 型 方 程 


May = Gu, + bu, + ca + f. 


证 明 如 果 作 代 换 
u= oe, 
BARDEN c=- (好 /4) 时 将 化 为 热传导 方 和 
Vu T QU + g, 
其 中 


z = fe) 


第 四 章 ”特征 线 积分 法 


本 章 介 绍 求解 一 些 典 型 的 双 曲 型 方程 (波动 方程 ) 及 其 相关 问题 的 重要 方 


4.1 弦 振 动 方程 的 达 朋 页 尔 公 式 


考虑 无 界 芝 振 动 的 柯 西 问题 ， 
uy 一 0 人， (4.1.1) 
u(z,0) = $(2) (- < x< 9), (4.1.2) 
u (z,0) = glr) (— °° < x< °). (4.1.3) 


妆 方 程 (4.1.1) 相 应 的 特征 方程 为 
dz? — a2dz2 = 0, 
特征 线 为 
r — qat = const, x t at = const, 
引信 新 变量 
£ = >+ at, 27r1-—aut, 


使 方程 (4.1.1) 化 为 
ty = ü. (4.1.4) 


153/38 (4.1.4) 9€ Y. 9 积分 ,然后 再 关于 上 积分 ,容易 得 出 方程 (4.1.4) 
如 下 形式 的 解 ，; 


u = fil) + fo C). (4.1.3) 
代 回 原来 的 自 变量 ,我们 有 
u = fi(x — at) + fo(x + at), (4.1.6) 


由 直接 验证 可 知 ,只 要 这 里 的 f, 与 是 二 阶 可 微 的 , 它 就 确实 能 满足 方程 
(4.1.1). 
为 了 求 出 柯 西 问 题 的 解 , 我 们 必须 利用 初始 条 忻 (4.1.2),(4.1.3) 来 决定 
函数 A 及 户 . 把 式 {4.1.6) 代 人 初始 条 件 ,就 得 到 
fix) * f(x) = olz), (4.1.7) 
al- fi(x) + fs x2) = plr). (4.1.8) 
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将 式 (4.1.8) 积 分 -次 ,得 到 


a(— fi x) + fs(z)) = [ dx jdr í c, (4.1.9) 
其 中 z K c 为 任意 常数 .由 式 (4.1.7) 及 (4.1.9) 得 出 
filz) = ez) _ x], s (ioa -£. (4.1.10) 
falz) = EP rai, Kaar t3. (4.1.11) 
FEX (4.1.10) (4.1.11 MEA x (4.1.6) ,就 得 到 柯 西 问 题 的 解 的 表达 式 
u(x,t) = plr + at) 2 plr- at) " NA (4.1.12) 


这 公式 称 为 达 关 贝尔 (D Alembert) 2 XX. 

可 以 看 出 ,如果 柯 西 问 题 有 解 , 则 解 一 定 可 以 由 初始 条 件 用 公式 (4.1.12) 
表示 出 来 ,因此 解 一 定 是 惟一 的 ,同时 不 难 验 证 , 当 (2€ c, g(x)€c! RH, 
式 (4.1.12) 的 确 给 出 村 西 问 题 的 解 . 解 关于 初始 条 件 的 连续 依赖 性 也 可 以 从 
公式 (4.1.12) 中 看 出 .因此 弱 振 动 方 程 的 柯 西 问题 是 适 定 的 ， 


4.2 传 E R 


从 上 面 着 到 ,自由 荡 振 动 方 程 的 解 可 以 表示 为 形 如 f (z — at f f. (+ + 
at) 的 两 个 函数 的 和 ,现在 考察 这 样 的 函数 有 刀 些 性 质 ， 
记 
u(x.t) = f(x — at), (4.2.1) 
它 是 齐 次 弦 振 动 方程 的 解 , 给 + AARE , W RT DL 9I EL BI nA REL STE T 
刻 的 振动 状态 . 
在 1=0 时 w(tx,0)= 了 (zx), 它 对 应 于 蓄 的 初始 振动 状态 ,假设 如 图 4.1 
所 示 , 则 经 过 时 间 £o 秒 后 ,w(x,t0) 二 了 (x ato); 振 动荡 的 外 形 保 持 不 变 , 它 
在 (xz,t) 平 面 上 相当 于 原来 的 图 形 向 右 平 移 一 段 距离 aro ,如 图 4.2. 
这 说 明 当 方程 的 解 表示 为 (4.2.1) 的 形式 时 , 弦 线 上 的 质点 的 振动 所 构成 
的 波形 以 常 速 度 a 向 布 传 播 , 换 言 之 ,如 果 引 进 随时 间 而 运动 的 坐标 系 
= =r- dt, (4.2.2) 
此 时 解 (4.2.1) 可 写 为 = 六 zz ), 当 观察 者 随 着 这 个 动 坐标 系 一 起 移动 时 ， 
所 观察 至 的 被 的 形状 始终 不 变 , 因 此 我 们 把 方程 (4.1.1) 的 形 邵 f(x 7 at) 
f Er dias ask e LR OG EE. PE. WE f(z + at ) 的 解 称 为 左 


4.2 传播 W 


FERE LEBER S Pa si ELTE ERE a 向 左 传播 . 
[54.2.1]. 求 下 列 初 值 问题 的 解 ; 


ug = Cu, 
ulz,0) = sinz, 
ulz, 0) = osz. 


由 公式 (4.1.12) ,可 得 


1 1 rtc 
u(r,t)- sin(x + ct) + sin(r — ct ] | cosr dr 
Ev r-a 


51 
= ginrcosct + LE + ct) — sin(x — et) ] 


. 1 ， 
= sinrcosct 十 versn. 


[84.2.2] 求 方程 
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t 一 2sinru,, — cos Tuy — coszu, = Ü 


的 一 般 解 . 
特征 方程 为 
dy? + 2sinzdrdy — cosxdz^ = 0, 
所 以 
> = — &nx t 1, 
i 
y= x tost + c|, 
pe 
^ 
£ = z — y + cosz , 
g = x + y-os, 
方程 变 为 
ug, = Ü, 
战 
ulén) = ply) + pE), 
ËB 


u(r yy) = plx t y- cosz) + gfx- y + coz). 


[54.2.3] 求 方程 


T un 一 AXyu,, T Yuy + Zu, + yuy 0 


的 一 般 解 . 
特征 方程 为 
x^dy^ + 2zydzdy + y^dr?^ = 0, 
dy _ y 
dx r' 
所 以 
xy = c 
4 
ë = ry, 
= y. 
人 民 人 方程 得 


4.2 AER 
Ing, = — Ing + nglé), 
u, = P 
u(&,9) = $(C)Ing + gl£), 
所 以 


u(z,y) = ó(zy)lny + dry). 
[64.2.4] 求 下 列 初 值 问题 的 解 : 


Hu 二 ar 一 3 二 上 (— o < x <+ so, y > 0), 
eerie 【一 oo < x <+ °S), 
uyly2o = 0 【一 oo < zx <+ °°), 
特征 方程 为 
dy - 2dzdy - 3dx? = 0, 
y-c3rtc, 
bl + c2. 
今 
MESA 
7 = 3 — y. 
方程 化 为 
ug, = 0, 
a 
u(x,y) = glz + y)* (3x — y), 
ul,- = plz) + g(3z) = 3z?, 
u,ly-o = 9 (x)- d (x) = 0, 
gx) + 90x) = 322, 
nav c. 
所 以 
plz} = isi. 
qz) = Žr -t 或 O) = TÁ S. 
因此 


ulzx.v) = HC + y + +G - y) = ax? + °. 
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[54.2.5]. 求 下 列 问题 的 解 : 
uas + yuy + Tru, = Ü (y < Ü), 


uly-o 一 rlz), 


u,l,-o 是 有 限 值 . 
特征 方程 为 
dy? + ydr? = 0, 
d» = + = y. 
4 
£ -r-2V-), 
9-2rt2d-y, 
得 
ug, = Ü, 
所 以 
u(x,y) = p(z -2/ y) + d(x - 2 — y), 
uly-o = pír) + dix) = r(x). 
及 因为 
A - 2473) g (e2 y) yo 


为 有 限 值 , 故 得 (x) 7 y (x70, BELA 
g(x)- 9G) = c, 
于 是 得 


plr) = Erla) € £, 


1 
plz) = yz(=)- > 
所 以 
ulz,y) = iG -24-y)tc(xz t2 ~ y)]. 
[54.2.6] 求 下 询问 题 的 解 : 


4.3 高 维 波 动 方程 IE VAE 


uu + yuy + Fuy = Ü (y < 0), 
ul, = plz), o<z< 4, e(5)- »(2). 


ul = gr), + < r <, 
其 中 ,i ERMER: r2 — y=0;L, 是 特征 线 :z+2vw — y = 1. 
出 前 题 知 方程 的 通 解 为 
ulr,y)- fi(x-2-—y) + fo(z + 2. — y). 
利用 定 解 条 件 ,得 


fO) + POr) = e). hla) = o[ $)- AO 


fiQx - D+ &O = 6G). (z) = e| 5 ]- 60. 
X 
AIO + 50) = $(3). 
act 
ulz, y) = $+ CE 4 人 1 += -24-yJ- e[1). 


4.3 高 维 波动 方程 


在 研究 电磁 场 等 科技 问题 时 ,有 里 需要 讨论 高 维 波动 方程 相关 的 问题 , 例 
如 三 维 波动 方程 的 柯 西 问题 : 


Ha 一 a^ (uy, + u, t us). (4.3.1) 
u l-0 = $C x.y,.z), (4.3.2) 
We.1=0 = gy, 2). (4,3.3) 


为 求解 这 个 定 解 问题 ,我 们 介绍 如 下 的 球面 平均 法 , 代替 函数 ,考虑 u 
在 以 M(x yz) ADI > 为 半径 的 球面 上 的 平均 值 , 则 这 个 平均 值 当 x, 
y,z 暂时 固定 之 后 就 只 与 r,t 相关 了 .这 启发 我 们 引入 一 个 表示 wt 工 ,y,z) 
在 以 M{z,y,z) 为 中 心 ,以 y 为 半径 的 球面 SY 上 的 如 均值 的 函数 到 Cr,z)》， 
即 

a(r,t)= ||] CENE 


M 
r 
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= | c,de, (4.3.4) 


Si 
其 中 £= x + rsin8cosg, y= y ^ rsinÜcosp, 0 — z + rcost, de Add 是 
单位 球面 面积 元 素 ,dS 是 球面 SM 上 的 面积 匹 率 ,显然 有 dS = rd 

由 式 (4.3.4) 及 u( x, yz tB E SE TERI SL. r0 M lima Gru = 
u (M 2), R 

aO, i) = u( M,t) 2 u(x,y, mt). 

下 面 米 推导 (r,t) 所 满足 的 方程 .对 方程 (4.3.1) 的 两 端 在 SM 所 围 成 

的 球体 VM 内 积分 ,并 应 用 高 斯 积分 公式 可 得 


PG iy. tay = a [ (Exc ag ud 
y Jr? 


gz 


Fu r "iz t Fuler y x t) 
+ 
可 ETEC ) g (£:3,0, ) 
tll n 8. dS = II š 2. r^dw 
dn Jn 
M Ed 


gp [ 2:82:24, = a e ege Das 
s s 


= a'r’ 2 | le, gð, do 


1 
da 
= Ana^r^ e d , (4.3.5) 
r 


Job n 是 SX 的 外 法 向 矢量 . 
将 式 (4.3.5) 左 端的 积分 也 采用 球面 坐标 表示 并 交换 微分 .积分 运算 次 
序 ,得 
| Put assay -By av 
A 


a 24 ， 
= aj [ ulx ,y .z t) p^ dudo 
v 


-| a: + psinÓcosp,.y + osin8sing,z + poosd døde. 


4.3 BEEN E 


代 回 式 (4.3.5) 中 得 


alo 
s 


其 中 ， 


2 rr _ 
al e] | wa 9 dudo — Ana? 2 PCI 


. dD > 


& = x + psinÜcosp,9! = y + psindsing,d = z + peost. 


将 上 式 两 端 对 > 微分 一 次 ,得 


g 23 f 393üír,t 
gelemedi = 4ra AG 3r 
“1 
或 
Jju(r,t) a? 3f ,9u(r,t) 
ag | par. dr , 
fa 
L Í 12uír,t j= 12i 
r? dr dt i r ar? , 
故 得 


Pral t) 22 Out) 
这 是 一 个 关于 rz (r,t) 的 一 维 波动 方程 , 它 的 通 解 为 


rü(r,t) = filr * at) ^ folr — at). 


4& r-(018 
filat) + fal — at) = 0, 
因此 有 
fla) -- fi(- 4)=- f(- A), 
于 是 得 


rü(r,t) = f(r + at) - f(at — r). 
将 式 (4.3.7) 两 端 对 求 导 , 得 
S Gu(rst))o alre) +r EU 
= f(r* at) + f (at - r). 
4 r-0,18 
u(M,t) = a(0,:) = 2f (at). 
再 将 式 (4.3.7) 两 端 对 :+ 求 导 , 得 


2 (rar. 2) = alf (r + at) = f (at - r)]. 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


(4.3.8) 


(4.3.9) 


(4.3.10) 


50 - 第 四 章 ”特征 线 积分 法 


出 式 (4.3.8),(4.3.10) 香 
eral) | I alrt) 52f(r aD, (4.3.11) 
利用 a(r, 2) RS SURG e A (4.3.2), (4.3.3) ,得 
P [3: C8 Ger a 0G] 


iso] * PLE taad " 0 
= usp. " dials " 


-aeli Eas + ipee) 


ELAH, S Lar 依 式 (4.3.5) 得 原 问 题 的 和 


u(r,y, 2,t) 一 uCM t) 
= 起- 及 ? $ | 
— dra ad r E d 7 | ds : (4.3.12) 
5 


式 (4.3.12) 称 为 泊 松 公式 ， 


"ar 


4.4 E 维 法 

现在 我 们 研究 二 维 波 动 方程 的 柯 西 问题 
uz = a? (uu, 十 uy), (4.4.1) 
uliza = @(z,y), (4.4.2) 
ts | -0 = dG , y). (4.4.3) 


我 们 利用 上 面 的 三 维 波动 方程 柯 西 问题 求解 的 结果 来 解决 这 个 问题 ,这 是 因 
为 对 于 所 考察 的 二 维 波动 方程 柯 西 问题 的 解 u(x ,y,t) 总 可 以 看 成 是 高 一 维 
空间 (xz,y,z,t) 中 的 函数 二 (rz,y,z,t) 二 w(x,y t BEMAR z 无 关 ， 
因此 满足 三 维 波动 方程 
ü, = a(n + ü, + HÚ.) (4.4.4) 
及 初始 条 件 
l-o = e@(z,y), le- yy) (4.4.5) 
其 中 pf(zyy),4%(zyy) 也 已 视 为 空间 (zyy*z) 中 的 函数 .反之 ,如 果 三 维 波动 


4.4 ER 维 法 - 51 ` 


AERA pi aj (4.4.4), (4.4.5) PIRE (zr,y,z,t) 是 一 个 与 白 变 量 z 无 关 
的 函数 , 则 它 所 满足 的 方程 和 初始 条 件 都 化 为 二 维 波 动 方程 柯 西 后 题 (4.4.1) 一 
(4.4.3) 的 解 .我 们 刀 果 解 出 三 维 波 动 方程 的 柯 西 问题 (4.4.4),(4.4.5), 并 能 
证 时 这 问题 的 解 立 (x yz ES z 无 美的 函数 ,那么 二 维 波 动 方 程 的 柯 西 
问题 (4.4.1) ~ (4.4.3) 也 就 能 得 到 解决 . 这 种 利用 高 维 波动 方程 柯 西 问题 的 
解 得 出 低 维 波动 方程 柯 西 问题 解 的 方法 称 为 降 维 法 ， 

利用 解 三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 泊 松 公式 (4.3.12) ,得 到 


tlena t r drad r 
M M 


i2 
g 
这 里 的 积分 是 在 三 维 空间 (z ,y,z) 中 的 球面 SY 上 进行 .由 于 o 及 都 是 和 x 
无 美的 柱 形 函 数 ,因此 在 球面 上 的 积分 可 以 化 为 它 在 超 平面 z= 常数 上 的 投 
X xW(e-rYyr(p-yYx«au? 上面 的 积分 .注意 到 球面 上 的 面积 元 素 as 
和 它 的 投影 元 素 dg 之 间 成 立 着 如 下 的 关系 : 
de = dScosy, 
其 中 y 393288 S i BU 3 We Sk Jr Imp |B] PT 6 f& ( B] 4.3) , 它 可 以 表示 为 


_ V Cat - CE- 2) - (g - y) 
“ at l 


骨 注 意 到 上 下 半球 面 的 积分 都 化 成 同一 圆 上 的 积分 ,这 样 ,就 可 以 把 iy, 
PESE $35 


-52 第 四 章 ”特征 线 积分 法 


ü(r,v.z.0) -u(M,t) = u(r yt) 
-x all (£, )d£dg 
na ld Vt E - (p P 
Ji 2 2 ; 
ze (a — € - xy (yy) 


_ 1l. DNA plz 十 了 cos 外, + rsing) 
~ Ire |2tJo Jo (at?) — p 
at [2x tr y t rsin 
a | gx 1 ety In 
(at)^— r 

它 的 确 是 和 z 无 关 的 柱 形 函 数 . 因此 式 {4.4.6) 就 给 出 所 考察 的 二 维 波动 方 
物 的 柯 西 问题 的 解 , 它 称 为 二 维 波动 方程 柯 西 问 题 的 泊 松 公式 ， 

降 维 法 不 仅 适 用 于 波动 方程 ,也 适用 于 某 些 其 他 类 型 的 方程 .在 许多 情 沈 

下 ,此 方法 可 以 使 我 们 从 多 个 自 变量 方程 的 定 解 公式 中 ,推导 出 自 变量 个 数 较 

少 的 方程 的 解答 . 


rd$dr 


ehe. (4.4.6) 


4.5 泊 松 公式 的 物理 意义 


由 三 维 泊 松 公式 (4.3,12) 可 知 , 定 解 问 题 (4.3.1) 一 (4.3.3) 的 解 在 (zx， 
yz ARE, REULA Mr yz) 为 球 心 ,以 好 为 半径 作出 球面 Se ,然后 
ja i35 e, e PAGE(S 12) BBERIGR 4. 4658 (4.3.12) P, 804p H TERR TBI 
SM 上 进行 ,所 以 只 有 与 M JEE Ps at 的 点 上 的 初始 扰动 能 影响 到 zx 的 值 .这 
就 是 说 ,对 M (8,70, 处 的 初始 扰动 ,在 时 刻 二 只 影响 到 以 Ado 为 球 心 L at 
为 半径 的 妹 面 上 各 点 ,这 是 因为 以 SY 上 任 :点 为 球 心 ,以 at 为 半径 所 作 的 
球面 ,都 必 有 经 过 Mg 点 ,这 表明 拢 动 是 以 速度 a 传播 的 . 

车 设 初始 扰动 只 限于 区 域 Do, 任 取 一 点 M, 它 与 Do 的 最 小 距离 为 ~, 最 


大 路 离 为 民 ( 图 4.4), 由 泊 松 公式 (4.3.12) 知 , 当 at<r, 即 < 时 ,wu(z,y， 
2,1) 0, 这 表明 扰动 的 "前锋" 还 未来 冯 ; 当 nar C R r < CI 88 


值 (zy, 之 ,f) 关 0, 这 表明 扰动 已 经 到 达 ; 当 at >R, 即 DICES 


t) =0, 这 表明 扰动 的 “ 阵 尾 " 已 经 过 去 ,并 恢复 了 原来 的 状态 ,因此 ,当初 始 扰 
动 限制 在 空间 的 某 局 部 范围 时 ,扰动 有 清晰 的 "前锋" 与” 阵 尾 ”, 这 种 现象 在 物 


4.6 非 齐 次 被 动 方程 柯 西 间 题 ,推迟 执 


HUE PERO S £ Rf Huygens) 原理 或 
X53439 H T£ RÉEL v LO BRI 
a8 DK Sht A A 0] Pe dS BJ) , EE BT Z2 : 
"E RO 4 pay DA ER (C£, 9, ARD, 
at 为 半径 的 一 个 球面 上 ,因此 解 
(4.3.12) 称 为 球面 波 . 

对 于 二 维 的 情况 ,由 公式 
(4.4.6) 可 知 ,要 计算 u 在 (zsyyi) 
处 的 值 , 只 要 以 M(x,y) A Pb, H 
at 为 半径 作 圆 域 24 ,然后 把 初始 条 
件 代 入 式 (4.4.6) 进 行 积分 .此 时 ,车 
Ap tG sh BST xf DH r.R4 


. 53 :- 


3X M Gy) 5 Da BÜJXICINFUSCK BERI MH < T i ulr, y t) 20:87 


«i Et, u(z y t) 405 >Ë t, dep BIS ME TER Do, Br D 


ul 这 ,Yt) 仍 不 为 零 ,这 表明 在 二 维 情 况 ,局 部 范围 内 的 初始 扰动 ,具有 长 期 
连续 的 后 效 特性 ,扰动 有 清晰 的 “前 锋 ”, 但 却 无 * 阵 尾 ”, 这 种 情况 称 为 有 后 北 


现象 或 称 为 波 的 弥散 . 


平面 上 的 图 周 (z - 6 + (y — 9)2 = 2 在 空间 是 母线 平行 于 x 轴 的 圆柱 
面 ,所 以 在 过 点 (#,7) 平 行 于 z 轴 的 无 限 长 直线 上 的 初始 扰动 ,在 时 间 + 后 的 
影响 是 在 以 该 直线 为 轴 ,at 为 半径 的 圆柱 面 内 , 因此 二 维 波动 方程 的 初 值 问 


B (4.4.1) — (4.4.3) B] (4.4.6) X p EG E, 


4.6 非 齐 次 变动 方程 柯 西 问题 ,推迟 势 


非 齐 次 疲 动 方程 的 林 西 问题 ; 
us = aj (uu, T uy t uus) + fx.ysxt), (4.6.1) 
ul,-o7 9. (4.6.2) 
uico = d (4.6.3) 


总 可 以 分 解 成 两 个 问题 来 解决 :第 一 个 问题 是 求 齐 次 方程 (4,3,1) 满 足 非 齐 次 
初始 条 件 (4.56.2),{4.6.3) 的 解 ,这 个 解 的 求法 已 由 前 面 的 泊 松 公式 .4.3.12) 
给 出 ;第 二 个 问题 是 求 非 齐 次 方程 (4.6.1) 注 是 齐 次 初始 条 件 
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u|;,-o = 0, (4.6.4) 
| ur lez0 =0 (4.6.5) 

的 解 . 
上 述 的 第 一 个 问题 这 样 求解 ,看 以 先 求 齐 次 方程 的 下 述 柯 西 疝 题 的 解 


el Cr yy, r) + 


wy = a (mu T oy + us), (4.3.1) 
1 wl- = 0, | (4.6.6) 
el. = f(z,y,z z), (4.6.7) 
然后 将 w 关于 参数 = 积分 ,得 到 
TRIES Detay. ede, (4.6.8) 


它 是 柯 西 问题 (4.6.1),(4.6.4),(4.6.5) 的 解 .我 们 来 验证 这 一 结果 . 
首先 验证 由 式 (4,6.8) 给 出 的 函数 u 满足 初始 条 件 (4.6.4),(4.6.5). 条 
性 i l; = 一 Ü 的 满足 是 显然 的 * X ul u, | t 一 站 一 0. H + 


m = wlr, y, z, t,£) + [ Seren tiras, 
利用 G) 所 满足 的 初始 条 件 w |, =r" Ü ;上 式 右 端 第 一 项 等 于 零 ,而 
a TE Aew 
Sr = la Be dr 


因此 u: |,-o=0. 再 验证 函 关 4 满足 方程 44.6.1) .为 此 ,将 上 前 最 后 一 式 再 关 
于 上 微分 一 次 ,并 注意 到 方程 (4.3.1) 及 条 件 (4.6.7) 得 

t d'u(r,y,z,t,r) 
r= t | oar 2 dr 


Fu = Q2ao(z,y,Z,t,T) 
di? dt 


= f(x,y,z,t) + a^a adr = atut f, 
其 中 A 表示 控 普 拉 斯 算 子 , 这 就 是 说 函数 < 满足 方程 . 这 样 就 证 明了 式 
(4.6,8}) 确 实 给 出 了 柯 西 问题 (4.6.1),{4.6.4),(4.6.5) 的 解 ， 
现在 我 们 把 这 个 解 明 显 地 表示 出 来 .根据 泊 松 公式 
Ran dS, 


= z || 
wT, yZ, T) 一 ra | " 


nir- z) 


u(r,y.z,t)- asl, || [Ent] dSdc 


因此 


r-alt-r) 
Sia r] 


4.6 3Ejr E Jr RU ES IP] ER ,推进 势 a 55 ， 


E ente M (= 
] lI Herria, (4.6.9) 


2 
Ara X. 


其 中 dV 表示 体积 元 素 PUEDE, v x) ro at 为 半径 的 球体 中 进行 . 
因此 在 时 刻 t+, 位 于 Miry ALAA u 的 数值 由 函数 在 时 刻 t+= t- 一 处 


的 值 在 此 球 中 的 体积 积分 表示 . 称 这 样 的 积分 为 推迟 势 . 
在 二 维 的 情况 ,我 们 可 以 进行 类 似 的 讨论 ， 
[ 例 4.6.1】 求解 如 下 定 解 问题 : 


uy, = alu, + isinz, — 00 < x <+ c £ > 0, 
u(r,0) = 0. — % < r <+ e, 
u,(x,0) = sinz, -0 gL, 


解 ” 利 用 4.6 节 的 结果 知 此 非 章 次 方程 初 值 问题 的 解 可 写成 如 下 形式 : 
xcaf tral- r) 
u(x.t)- zb. sinéd£ + xl ate rsinédédc 
= LI- cosir + at) + cos( z — at }] 
+ tfi- coslr + alt — c)] + eosl c — a(t — z) dlde 
= Lsinzsinat + 二 | csinzsina ( — r)dr 
= 二 sinzsinat 十 Ssinz{: 一 sinat | ， 
a a a 
Bil 


1 ] 1l. ， 
uix , 1) = = —sln=rsinar + lt — “snat: sn. 
a a? a 


[8] 4.6.2] 球 对 称 情况 下 三 维 波动 方程 的 解 | 

如 果 把 波动 函数 用 球面 坐标 (r,9,9)} 来 表示 , 即 “= u(7,9,9,7), 那 么 ， 
所 谓 球 对 称 就 是 指 u 与 ,9 都 无 关 , 因为 在 球面 坐标 系 中 ,方程 (4.3.1) 表 示 
为 


dr r^sing 90 r T 


当世 不 依赖 8 和 gp 时 ,这 个 方程 简化 为 


2 
£a 12( 220), l [saa 28], 
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lu 1 393/20u 

a? 8t =a (=) 
即 

ru_ u „2u 

a 98 Tar '23, 
由 于 

2 3 2 

r2 255 7 530 u), 
所 以 方程 (* ) 化 为 


这 是 关于 rw 的 一 维 波 动 方程 ,其 通 解 是 
ru = fji(r — at) + fs(r — at), 


于 是 
u = 二 [LAi(r + at) + flr — at)]. 


这 就 是 三 维 波动 方程 的 关于 原点 为 球 对 称 的 通 解 .其 中 A A f, EEEL 
连续 可 微 函数 ,他 们 可 由 定 解 问题 中 的 初始 条 件 来 确定 .例如 , 球 对 称 时 ,初始 
条 件 (4.3.2),(4.3.3) 化 为 
ul- = @(z,y,z) = @(rsin0cose,rsin0sing,rcos0) = g(r), 
wo — @(z,y, z) = $(rsinÜcosq, rsinÜsing,rcos8) = plr). 
而 此 时 u= wx(r,#), 所 以 得 


u(r,0) = IG) + AG) = polr), 


a(r,0) = T LfiG) - fr)] = 90). 
解 此 二 式 得 
(r) = dnt «d code + Š, 


ftr) = lr) - 3l Code - Ç 
代 人 通 解 的 表达 式 即 得 定 解 问题 的 球 对 称 解 
aur) = 2 ta) ta) + (rer)plr et) +) code. 


[54.6.3] 已 知 p(x.y.z)— ct yt*z.é(x, yz) 0, WR} E 
(4,3. 1) B to f&ln Bl (4.3.2) — (4.3.3) 58. 


4.7 两 个 自 变 其 的 二 阶 双 由 型 方程 的 特征 线 第 法 087 


BD ”把 给 定 的 Pryyysy 和 上 zyiz) 代 人 式 (4.3.12) ,得 解 为 
u(r.y, zt) = d ND ME + y + z + at(sinücoso + sind 
net cos) ]C az sin&dgd? 


2 rx + y + of "ael singdo 


E jt 
十 ern" (sang 十 cose d [i Gd * o^? | ag sngcnbdg] 
=. + ytz. 
4.7 两 个 有 目 变 量 的 二 阶 双 曲 型 方程 的 特征 线 解 法 


本 章 开 始 曾 利用 将 足 振 动 方程 化 成 标准 形式 并 沿 特征 线 积 分 的 方法 求 出 
了 方程 的 解 ,现在 我 们 把 这 - -特征 线 解法 推广 公 一 般 的 两 个 自 变量 的 二 阶 双 


曲 型 偏 微 分 方程 ， 
因为 - - 般 的 两 个 自 变量 的 二 阶 线 性 双 曲 型 方程 经 过 标准 化 后 都 可 以 化 成 
如 下 的 形式 : . 
2 
azas + a(z,y) S + ble,y) SË y teu = f(r,y).(4.7.1) 


称 形 如 (4.7. DOUBT ROS EH RONDE B (BEES a,b,c, f 
都 是 z,y ME AR). 

首先 考察 这 种 方程 的 一 个 简单 并 且 重 要 的 定 解 癌 题 , 设 在 两 条 相交 的 特 
征 线段 上 给 出 的 u 的 数值 : 


ula c.n) (x< y yn, (4.7.2) 
u yy 7 qx) (xa z mmi), (4.7.3) 

其 中 pi 及 pakz) 具 有 连续 的 一 阶 导 数 ,并 且 在 (zo,yo) 点 满足 衔接 条 件 
£i y) = ex ro), (4.7.4) 


EGKTERUDL. R rra, yo ys yi? P de 778 CA.7. D) 38 E Pr 25 e BP 3 
件 (4.7.2) 一 (4.7.4) 的 解 .这 样 的 定 解 问题 称 为 十 尔 沙 问题 . 它 在 这 类 双 旧 型 
方程 的 理论 研究 及 实际 应 用 中 都 起 着 重要 的 作用 .例如 在 纺 振 动情 况 两 个 传 
播 波 发 生 干 扰 必 用 时 可 归结 为 这 个 问题 ,在 物理 中 研究 气体 的 吸收 作用 与 退 
吸 作 用 的 过 程 以 及 干燥 过 程 等 问题 时 也 者 会 跟 到 这 样 的 定 解 问题 . 

我 们 证 明 , 所 提 的 去 东沙 问题 是 适 定 的 , 它 可 以 化 为 求解 一 组 伏 尔 脱 拉 
( Volterra ) 0 4 75 # 853 fn] RE Tfi BER. 
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我 们 先 和 用 沿 特 征 线 求 积分 的 方法 把 向 分 产程 (4.7. 辆 化 成 积分 方程 组 ， 
然后 利用 你 次 首 近 法 求 出 这 问题 的 解 . 
AH. 7.1) — (4.7.3 f S 
Zu = v, EN = w, (4.7.5) 
此 时 方程 他 .7 了 .1) 可 写 为 
了 = S = 一 
(4.7.6) 
HEI r= const 及 y = eonst 积分 ,立即 得 到 


Grey) = vler) + [fy) = alesy) 
- boy - cx,y) uldy, 
wis y) Gy) [fbr y) -alzo (4.7.7) 
| - b(x.y)w - e(2 yu jdz, 
xz) =u(z,y) + |” wla ,y)dy. 
再 按照 边界 条 件 (4.7.2),(4.7.3) ,我们 有 


d , 
"m 名 = ei), 
Y= X 


z (zo, y) = = pily) 


ay 
代入 式 (4.7.7) 即 得 到 ,vw 应 满足 的 积分 方程 组 


vlz, y) gir) Jj [/(z.y)- a(r,y)v 
一 "mS -c(x, y)uldy, 

viz) =pily) +| Uto -alzsy)y Q8) 
- TP - e(x,y)ujdz, 

"E eG + | wdy. 


Este, TME, WERA 2. o ao 满足 积分 方程 组 (4.7.8), 那 么 函数 
u DRE GOLT.DEEBJTEG..2),(4.7.3) B 3E E 1 (4.7.8) PH 
第 - : 式 关于 y 求 导 , 第 二 式 闫 于 z yk Sp BEES CA 7.6) 088 (4.7.8) 8958 = 


4.7. Bj B ES MAANED + 59 + 


XT y 求 导 , 即 得 到 (4.7.5) 的 第 二 式 ; 把 (4.7.8) 的 第 二 式 关 于 工 求 时 ,并 利 
用 式 (4.7.6) 就 有 


du _ J ze 
dr gi(r) + » 3, dy 


= pile) [Uto - arae - b(z,y)u - eG udy 


= u(r,y), 
因此 (4.7.5) 的 第 一 式 也 满足 了 .从 式 (4.7.5)? 及 (4.7.61 立 即 可 以 得 知 u 
满足 方程 人 (4.7.1). 另 外 ,由 式 (4.7.8) 立 刻 可 以 得 到 


u lema, gir), 


y 
以 | -> 一 go Cg) «| wl,-.dy 
0 > 0 


= ga(z0) + | gi(y)dy 


plz) + pi(y) — pilyo) = giy), 
因此 函数 < 也 满足 定 解 条 件 (4.7.2). 这样 我 们 就 证 明了 二 东沙 问 题 (4.,7.1) 一 
(4.7.4 和 积分 方程 组 (4,7.8) 的 等 价 性 . 
积分 方程 组 (4.7.8) 是 优 尔 陪 拉 型 方程 组 ,这 种 方程 组 通常 可 用 逐次 通 近 
法 求解 . 设 取 零 次 近似 为 
vo = gilr), wo = pi(y)o uo = eit), (4.7.9) 
把 它 代 人 式 (4.7.8) 的 右边 ,得 到 三 个 新 的 函数 ,分 别 记 为 v1 wst, BUE 
为 第 -次 近似 ，- 般 地 ,如 已 得 到 第 n 一 1 次 近似 vs iw, a ns IP n 
次 近似 ww co, cu, TA FARRAR RI: 
v, = Pa(x) :| [f(z,y) - a(z,y)o,-1 
— bx, y)w, a 7 c(z.y)u,- | ]dy, 
wa cei) ef Ur aleda Quy 
— b(z,y)w, 4 — c(z,y)u,-i]dz, 


Jy 
un = qux) +Í ws -1dy 
^ 


(n-1,2,-). 
WREE HEF Io L. Iul. Lu, I — SOEUR ETE, SB Z5 (4.7.10) BEL 
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n roo B R ,SENGEÉ DER OS TE v wa 满足 方程 组 (4.7.8). 
现在 来 证 明 序列 1, ,1w,) lus E REBUSQUE, TE 2 之 1 时 ,我 
们 有 


wao == | la(z,y)(u, ey 1) 6G) Gs uei) 
Ñ elay), = usa D]ay, 

wai ~ wen =—| Laler y Mos o1) + b(z,y)(u, ~ sa 
+ "e - us 4) ldz, 


y 
Hntl Hg =Í (o, _ e, 1)dy. 
M 


(4.7.11) 
id 
K- max(1 +la(z,y)!+] br, y) | 十 | ce(x,y) 1), 
A= max( | vol, | wol, laol, IFD (4.7.12) 
= max( [ga] | G2 |, | p27)| T £D, 
则 利用 数学 归纳 法 不 难 证 明 
KA EY 
wwa a |< Kra S£ t YT t (4.7.13) 


(z + y — zo y" 
n! : 


| En 一 DNE K'A 
(n = 1,2,1). 
事实 上 , 当 ==1 时 由 4 XK 的 选取 知 让 等 式 (4.7.13) 成 立 , 今 假设 n= 时 
式 (4.7.13) 成 立 , 则 当 n=k+1 时， 


* 十 — — È 
| vz — »l«| (la l+Íb +I c Da So neca 
Yi u 


dy 


pua(? [z + y z- yo). 
< AK N k! 


(z + y — z = ygt"! (r m) 


<a S DI 


4.7 两 个 自 变 最 的 二 阶 双 曲 型 方程 的 特征 线 解 法 "6b 


(xy ro™ yo! 
Pn Bt] Vv. 
< AK (Ë 1)! 


同样 可 以 证 明 式 (4.7.13) 中 其 他 的 不 等 式 . 
后 估 计 式 (4.7.13) 立 刻 可 得 级 数 


Pr] [T2] 
` 1 ki 

uo D Cu 742). Ug 十 250 — v 4), 
&-1 一 | 


Uu + 2; (uwz T 1). 
ER FÉ AR BURIE, AERA oh a llu, E R ERE Bok 
证 的 . 

不 难 证 明 以 上 所 考虑 问题 的 解 的 惟 . -性 ,这 只 需 证 明 当 gi Y), pr) k 
FUzyy) 恒 等 于 零 时 ,方程 (4.7.1) 只 有 和合 等 于 零 的 解 . 事实 上 ,对 于 这 样 的 解 ， 
Eu <B, lv] € B,l1ol« BS F eb EZ p ELESISET HERI x 部 
成 立 的 估计 式 


_ Un (+ +y- xp 一 xo)" 
lu] = KB UM ， 


(z ty zry” yg)” 
"H — .-— tl. EUM S0) 


i (4.7.14) 
n. 


lZ] = K 


* 


十 _ a "n 
PII (ty or. yo)" 


令 # 一 co, 由 式 (4.7.14) 立 即 得 出 所 考虑 的 解 只 能 恒 等 于 零 . 再 利用 式 
(4.7.13) ,我 们 得 到 对 于 解 x = ug + M, us, 下 面 估计 式 成 立 ; 


S (z + X87 )" rij r. ` 
|a |< A + AK _ Yo = 4 iy o 


HE ON OS SOS fx, y HL EP. nj ÉE A 小 于 任意 指 
定 的 正 数 , 由 此 得 到 所 提 定 解 问题 的 解 的 稳定 性 ， 

广义 林 西 问题 ”利用 沿 等 征 线 进行 积分 的 方法 ,同样 可 用 来 求解 方程 
(4.7.1) 的 其 他 定 解 问题. 回 忆 在 纱 振 动 方程 的 情形 ,将 方程 化 成 第 一 种 标准 
形式 后 ,原先 的 柯 丁 问题 就 变 为 在 直线 6 了 Eia RO alge ge) 
数值 而 进行 求解 ,相应 地 对 一 般 的 拉 普 拉 斯 双 曲 型 方程 ,我 们 提出 如 下 的 定 角 
HAEl, yy FERCA EE HL a 及 任 一 不 与 ; 相 雪 的 方向 1 BJ 2 lj 
SBIS DE FERR s 的 附近 决定 一 连续 可 微 函数 ,使 它 满足 方程 
(4.7.1), 并 在 曲线 上 满足 所 给 条 件 ,这样 的 定 解 问题 称 为 拉 普 拉 斯 双 其 型 
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方程 的 广义 柯 西 问题 . 今 假设 曲线 s 是 单调 的 , 其 方程 为 y= n (x), E h 
ule ) 为 连续 可 微 丽 数 ,ye (x ) 才 0. 不 失 普 遍 性 中 ,可 以 把 广义 柯 西 问题 的 定 解 


条 件 写 为 
| u |y= gÜx) — = e(x), 
du _ (4.7.15) 
dy y-pn(x] i go), 
并 假设 «OE ee 由 于 
e (z) = SG (r,n(r))- 3. t (OP. 
RAJAG T ISTE 
JE (4.7.16) 
4 
_ au _ ou 
Ç 一 r? <U Jy? 
VEERAE dli ETT BUT ,就 将 方程 (4.7.1) 化 为 下 面积 分 方程 组 ; 
| v(x.y) -v(x,n(x)) + JG) 一 a(x,y)v 
- b(x,y)w — cix. y)uldy, 
wlay) = (a Gs) +|, UG - alay) 
- b(x.y)w- ned ]d=, 
ulay) ulel) + |" Godd. 
(4.7.17) 


a 
zx ysis) = ple) AR " = plr) 


HARE , EH s 上 


Je tae wla) = p'le) 


É 


M osl, z) + S Sly) = G2, 


只 要 的 方向 不 与 曲线 s METER 曲线 s 上 的 值 . 
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其 中 出 现 的 函数 ole, e (x wle IC y) ule, plep Bi E ER fT 
(4.7.15), (4.7.16) i2 : 
v(z.u(r)-se)-muüg(a. 
| wa ty),y) 7 dGu (2, (4.7.18) 
ulr, plz) = olz). 
供 尔 脱 拉 型 积分 方程 组 (4.7.17) 可 以 完全 同 前 面 .` 样 用 逐次 逼近 法 求 
解 ,我 们 可 以 证 明 , 如 果 定 解 条 件 (4.7.15) 给 在 曲线 s 的 一 段 PQ 上 ,那么 在 
过 P,Q 点 所 作 特征 线 转 成 的 矩形 区 域 PNQMI( 或 曲 边 三 角形 区 域 POM K 
PNQ NE 4.5) 上 存在 着 所 提 定 解 问题 的 惟一 的 解 ,而 且 这 解 具有 对 定 解 条 件 
的 稳定 性 ， 


图 4.5 
习 #@# 
1. 求解 初 值 问题 
u= E ua? — < r< + co 2, 
u(z,0)= x^, -ogr +e, 
uí(r,Ü0)—-smnr, oo < r< + o, 


2, 求解 下 列 初 值 问题 ; 
Hut 24a, Siw Ü, — >< r< +e , >ü, 
[nre —o X x 990， 
ur, 0) — x. — < px + oD, 


3. 求解 下 到 广义 柯 西 问题 ; 
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Her f 2cusru-, -~ sin? Tuy T sin.zu, =0, 


u| ,sn = $7), 


u, ML pr). 
4. 求解 三 维 波动 方程 的 毛 值 问题 
uz a (u.s tuy uu). cO XR uu yu z< +o t, 
ul, = a3 Y'z, — OX zr, y rs +, 
u,|,.9 70, -s<+r,y,z< + eo, 
5. 求解 平面 波动 方程 的 初 值 问 题 
ty =a? u tuy), -oCry 人 +",t>0, 
ul o5 r rty), -eczyX&to, 
u l-0570, - s< p.yX t oo, 


6. RAIER UAE IRL T 
Ug = uu, t Esir, -Ora FOOL, 
eiie < ros, 
u(zr,0)—sinz, | — eX r< e. 


7. 求解 非 齐 次 方程 万 值 问题 


— 42 — + _ _ 
ua = a “= t la ryz coc roo. >Ü, 
u( zx ,0) - 0, —ooc qe dos, 
t 
ulr, T1 -ori +o, 


8. 求解 三 维 非 齐 次 方程 初 值 问题 


Ug 二 uu T uy t ta tyr), —-99 X x,y,zX +o, >Ü, 


u [,- 970, < z y z< +o, 
u |, 072? t Es — < r y z< ^00. 
9. RRRA UIER ROA 
ug 4=0, 
; u(0, v) - e, 
lu (z,0)) =e, 


10. 求解 双 曲 型 方程 的 古 尔 沙 问题 
j^ = yu, t 2u, 
u(0,»)-1, 
[tz 0) z]. 
11. 试 将 下 列 定 解 问题 : 
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uir U= (x), Os += =o, 
uu.) - 90), — Oyye 
化成 等 价 的 积分 方程 组 ,其 中 >= e CV) SR RB Pa GE DECIES LOG T B h Z2, 8 
$(0) = 40), x, = Alyo). 


[ros Fbuyt cu = £, Oir rg X y< yp, 


12. 试 证 方程 
aio -z)2]-àG-:)24 
的 通 解 可 写成 
u(rst) =- Te- tatap) 


其 中 了 和 g 是 任意 二 次 连续 可 微 消 数 . 


PIES MEHAK 


本 章 专 门 研究 傅 里 叶 级 数 的 理论 . 虽然 论述 可 以 很 广泛 ,但 我 们 这 里 对 理 
论 的 阐述 较 扼要 ,不 过 这 对 它 在 许多 数学 物理 问题 中 的 应 用 已 经 是 足够 用 了 ， 

三 和 级 数 的 傅 里 叶 理论 在 实际 中 很 重要 ,这 是 因为 某 些 类 型 的 不 连续 明 
数 不 能 展开 为 军 级 数 ,但 却 能 展开 为 傅 里 叶 级 数 ,而 且 更 重要 的 是 ,相当 Z 
的 -类 物理 和 工程 问题 具有 周期 现象 ,因此 , 傅 里 叶 的 三 角 级 数 成 为 在 这 些 问 
题 的 分 析 中 的 必 不 可 少 的 工具 . 

首先 我 们 研究 实 值 函数 的 一 些 性 质 的 基本 概念 和 定义 ， 


5.1 分 段 连续 函数 


如 果 当 x MEWT rott, PAAA f{x) 的 有 限 极 限 存 在 ,我 们 就 把 
这 个 有 限 极限 定义 为 F(x) 在 点 xo HERR, FN fro 7 2. BEL SIR. h Æ 
ER, IA 
f(xo -) = limflæo- A). (5.1.1) 
类 似 地 , 右 极 限定 义 为 
fap +) = limf(zo + À) (5.1.2) 
(如 图 5.1 所 示 ). 
注意 ,如 果 f(z) 在 点 zo 连续 ,那么 
f(xo -) = f(zo 4) = fizo). 
EIC, PEG CC LER 5.2) 
| Xa 0= xr <1, 
f(x) Zn 当 


有 左 极限 ALL- )=1 与 右 极限 (1+ )= 方 . 它 在 点 =1 处 出 现 间 断 不 连续 


性 ,其 获 度 是 


rd-)- fa +) = 2. 
我 们 称 区 间 [a b EBA GR 3 f 52 Hei h CURE ET 


5.1 4hEESEIÉ . 6? - 


J[xo—) 
i 
| 
| fxst) 


| 
l 
| 
| 
| 
a 


Max <xr, << xr = b, ER EKR S, <x< r, AEEA, H S M 
极限 f(x; ) 和 f(zxj41 一 ) 对 所 有 j71,2,3, n 一 1 都 存在 . 

-个 分 段 连续 函数 由 图 5.3 表示 像 二 和 sin1/+ 这 样 的 函数 在 闭 区 间 
[0,1 上 都 不 是 分 段 连续 的 ,因为 在 这 两 种 情况 下 , 单 侧 极限 f(0 + ) 都 不 存 
在 . 

如 果 FEKK a ,bo 上 是 分 段 连 续 的 ,那么 它 企 这 区 间 上 必 蚌 有 界 且 可 
积 的 . 也 能 立即 得 到 ,两 个 分 段 连续 函数 的 积 在 公共 区 间 上 也 是 分 段 连续 的 . 

我 们 定义 函数 FC HE X z 的 左 和 导数 为 


f Gs >) = lm (5.1.3) 
FRE JURA SER za WAPAA 
f (za +) = lim fu t B T feno: frot), (5.1.4) 


ig SER MRHAR 


显然 ,如 果 了 在 点 xo 有 导数 三 ,那么 在 点 xo 的 左 导数 和 右 导 数 都 存在 
Wi HART f (xy) .但 是 ,即使 f(x) 在 点 zo 的 堪 导 数 和 右 导数 都 存在 ,而 函数 
fCGx HE xg 可 以 是 不 可 导 的 ,例如 ,图 数 

X, Hi xx, 
fe = cor, > x > Q 
在 =f 这 一 点 有 左 导 数 和 石 导数 ,它们 分 别 是 1 和 0, 可 是 f (0) TERE. 

如 果 上 了 在 区 间 ja ,5]j 上 是 分 段 连续 的 ,另外 ,如 果 一 阶 导数 三 在 每 一 区 间 
ms<z 扫 zi+l 内 是 连续 的 , 且 极 限 £n t FRE f (z; -) 都 存在 ,那么 称 了 为 分 
HARSA X Bn LE SEC 广 在 每 一 区 间 a < z< z; AEE 5 BJ , H T Es: 
f(x, * Yl f' Ca, =-) 者 存在 ,那么 称 f 823 2 W A. 


5.2 侦 函 数 和 奇 函 数 


在 分 析 中 , 抄 数 的 某 些 性 质 经 常 能 明显 地 简化 结果 和 大 大 地 减少 王 作 量 . 
在 本 节 中 ,我 们 要 介绍 函数 的 一 个 有 用 的 性 质 一 一 图 数 的 奇偶 性 . 
WRR fx ) 对 任何 z ,满足 等 式 


fl- x) = f(x), (5.2.1) 
那么 称 为 情 西 数 , 如果 函数 FC x SHE x, 满足 等 式 
f x)=- fír), (5.2.2) 


WARATA. 

换 句 话说 , 偶 范 数 的 图 形 是 关于 y 轴 对 称 的 ,而 奇 函 数 的 图 形 是 关于 原 
点 对 称 的 ,如 图 5.4 BOR. 例如 函数 x? 与 cosx WEBAK, MAR x 与 sinz 
AEn EROR 


5.2. MAMA - 69 - 


ft» 


f) 


LETT ol SE 


PA Ei M EE Br A J 883 A J: D , sk B Be Py PR R. A ESTE EI 
如 函数 e" PLA EIB ER, tb dy RC. HE. EARLS UO A 
pg Zi 53 — T Af 2S 32 UL. 例如 


fG)s +[f(z) + f z)] + dU) = fC x 
= f.(z) + f), (5.2.3) 
其 中 f, ug, 分 别 表示 偶 函 数 和 奇 函数 例如 ,函数 er 可 以 写成 


= coshz + sinhr, 
其 中 eoshz 与 sinh 分 别 是 指数 函数 中 的 由 画 数 部 分 与 奇 函 数 部 分 . 
【 例 5.2.1] 已 知 rz)=1+2zr2+3z4, 我 们 用 关系 式 (5.2.1) 和 
(5.2.2) 来 检验 这 个 函数 . 由 于 
f(— z) = 1+2(— xy + 3(— x) = 1 + 2x? * 3x* = f(x), 
因此 F(xc)3E TS IB ER EX. 
[55.2.2] 考察 f(z)= x sinz. RELA, REH 
fí(-x)2(-z)-*sn(- x) =— z —sinz =— f(x), 
这 说 明 f(x) M A EAR. 
[515.2.3] Aim f(z)=e” 的 奇偶 性 ,因为 
f(-x)-2e€', 
所 以 fx) ETERA, ETERRA. x E: H T T F A BË M de PC eR 31 rh fE 
为 因子 分 解 出 来 ,使 得 到 的 图 数 取 得 原 采 的 形式 ， 
偶 函 数 和 奇 函 数 的 对 称 性 质 在 积分 计算 中 有 重要 应 用 . 如 果 六 了 ) 或 是 


000 BAT ARHAR 


BER RETRA BARE TH RIRN 
| fedde = 2f fdr, 当 /(z) RARR, (5.2.4) 


| fix)dx = 0, 当 fO) 是 奇 函 数 时 ， (5.2.5) 


从 图 形 上 来 看 ,如 图 5.5 所 示 , 积 分 表示 介 于 z 轴 和 曲线 之 间 的 面积 .于 是 对 
侦 歇 数 来 说 ,整个 面积 是 从 O 到 a 的 在 曲线 之 下 的 面积 的 两 们 ,而 对 奇 函 数 
来 说 ,从 一 a 到 口 的 在 曲线 之 上 的 负面 积 与 从 O 〇 到 a 的 在 曲线 之 下 的 正面 积 
相 消 ,使 得 总 面积 为 零 . 


f) 


容易 正明 (见习 题 4) , 8 B BC ULIS pa 38 sk Aq PS R Ll A PS 2k e (8 PRÉC, 
DICT Et LA EE E ELSE 


5.3 FR ER EX 


一 个 分 段 连续 函数 f(x ) 称 为 局 期 函 教 ,如 果 存 在 正 实 数 户 ,使 得 
f(z + p) = f(r) (5.3.1) 
对 一 - 切 r MR. p #E2D f BDP. p 的 最 小 值 称 为 基本 周期 ,在 图 5.6 
中 ,给 出 了 -个 周期 函数 的 图 形 实例 . 
如 果 f ERA p 为 周期 的 周期 聘 数 ,那么 
flxzt+p)= f(z), 
f(x*2p)9f(xtptp)-f(xtp), 
f(z*3p)— f(xt2ptp)-f(íx*2p), 
f(xtnp)2f(r*(n-lp-p)-f(xt(n-Dp)2 f(x) 
对 任何 正 整数 a 都 成 立 . 而 且 容 易 推 得 
f(x + up) = f(x) 


5.4 E 3k 性 -71> 


对 n=0 及 任何 负 整 数 x 也 都 成 立 . 因 此 ,对 一 切 整 数 ,有 


f(x + np) + f(x). (5.3.2) 
不 难 证 明 ,如 果 fefc 都 有 周期 p, 旦 C] C 77 Ck 都 是 常数 ,那么 
Jf = afit efit T nfi (5.3.3) 


有 周期 p. 

大 家 知道 的 周期 图 数 的 价 子 是 正 东 函 数 和 余弦 图 数 ,作为 -- 个 特殊 情形 ， 
常数 函数 也 是 周期 函数 , 且 以 任何 p 为 周期 .因而 ,由 关系 式 (5.3.3) ,如 果 级 
数 

ào + acs + D,sinr + ajcos2x + Dosindz t7 
收敛 , 它 显然 有 周期 2x. 这 种 类 型 的 级 数 经 常 在 数学 物理 的 问题 中 出 现 , 将 在 
以 后 加 以 讨论 . 


5.4 E X 性 


图 数 系 | gp, (xz 省 称 为 在 区 间 [a ,5 ] 上 是 带 权 函数 q(x) 正 交 的 ,如 果 
[es Ge GO ade =Ü, (m > n). (5.4.1) 
A m=n, WRTA 
b 2 
loal = [| gadr], (5.4.2) 
这 个 值 称 为 函数 p Cx) RE. 


[05.4.1] 三 角 函 数列 sinmr,m =1,2,…, 在 区 间 [ 一 x,x] 上 组 成 一 
正 交 系 , 因 为 
0, mn, 
T, X om = n. 


在 这 个 例子 中 LARHETIE ERI Ski SET 1, ELA eS CR ERE n 


m 
| &mnrsinzrdr = 
-r 


epo Sane WEHEN _ 
EB pprt 2. Kr n BEL Ei PREROGES F1 , CES ALIE X 3 £ 
5 0, I - n 
| gare (z)o(z)dr = imvm (5.4.3) 
4 l, =] P — H, 
就 称 鸭 站 区 间 [a ,5] 上 的 标准 正 交 系 . 显 然 ，- 标 准 正 交 系 可 以 由 正 交 系 的 每 
个 遇 数 除 以 它 的 槛 而 得 到 . 
{ 例 5.4.2】 ARFI 


l.cosr sing ,^.c08Amr,.sinagr,] 


在 [ — x. x] fH IE AC S ,因为 


f - . 0, M Th = "n, 
sinzursinzad.r = 
-r T, 当 m = h. 
= 
| sinmrcosnzdx = 0, (5.4.4) 
0, M 7H = Ms 


E 
f cosmrcosnrtdr 
H 


对 正 整 数 m Aa 都 成 立 ,而 且 
| cosnrdrz = f sinar dz = f). 


为 了 使 这 个 正 交 系 标准 化 ,我 们 把 原来 正 交 系 中 的 每 个 元 素 除 以 它 的 模 . 因此 
.l coss sinr |, cosmr sinnar ... 
VIn dx dno ^no dn 
组 成 一 标准 正 交 系 . 
IEAE A BJ EH E] — TTE E e pA E 2C S E SR PECES C0, S), 很 
显然 ,这 个 结论 对 标准 正 交 系 也 是 成 立 的 . 


5.5 傅 里 叶 级 数 


Ix, Hmn 


我 们 已 经 知道 函数 系 
1,cosr,sinz,cos2r,sin2z,''* 
在 区 问 [ - rr] 上 是 正 交 的 和 线性 无 关 的 .于 是 我 们 作出 一 个 形式 级 数 与 
fr) 对 应 ,写成 
fix) ~ > + S1(a,cosbz + b,sinkx), (5.5.1) 
其 中 符号 一 表示 as a, llo, 以 某 种 惟 : -的 方式 与 子 的 联系 .这 个 级 数 可 以 收 


Bn D kk. ARRE ago 是 为 了 建立 公式 的 方便 . 


5.5 但 里 叶 级 数 "73. 


E 所 x) 是 定 疼 在 区 间 [ 一 x,x] 上 的 歼 最 可 积 函 数 .假定 我 们 定义 级 数 的 
Bj 2a 1JJ PIEZERI s, C228 
s (z) = Š 
用 来 在 [ -r,r] FR flr). pM 系数 aola, Flo, ,使 得 Cr) ES 
小 平方 意义 下 表示 f(x) 的 最 住 近 似 式 , 凤 要 找 出 a9. o, RIO, TESTY 
F apap 5i) = F LfC x) 一 s, x dax (5.5.3) 


为 极 小 值 ,这 是 一 个 极 值 问题 .对 于 ag a, ba 使 得 [为 极 小 的 必要 条 件 是 I 
对 这 些 系 数 的 -上 阶 偏 导 数 都 等 于 零 .于 是 把 式 (5.5.2) 代 入 (5.5.3), 朋 对 ag, 
Gg FI 5, 求 丛 导 煞 ,得 到 


> + > (a,cosËr + b,unkr), (5.5.2) 


A = -f pz) - F- MG ,Cosjm + bisinjz) |dz， (5.5.4) 
n = af" [r0 - 9 - Mt cos) d bsinjr) |  coskrdz., (5.5.5) 
这 --ap IEDEE -Xu cosjz + Bsinjr) sinkzdz. (5.5.6) 
fI FH = FE PRU IPTE SEXE (5.4. 4) 和 注意 到 
上 COSZzLrdx = | sinzrdr = 0, (5.5.7) 
其 中 m Mn 都 是 正 整数 , 式 (5.5.4),(5.5.5) 和 (5.5.6) 变 为 
Al = wa = |” Kejdz, (5.5.8) 
3 = na, — ?| Flz)eoskrdz， (5.5.9) 
T = 2nb, 一 2f f(x )sinkxdz. (5.5.10) 
因为 了 取得 极 值 ,所 以 上 述 各 式 都 必须 等 于 零 .于 是 ,我 们 有 
ao = i| fou. (5.5.11) 
a, = T] fGycoshrdr, (5.5.12) 
一 二 ”Hzjsnkzdz， (5.5.13) 


注意 ,由 于 要 求 a 是 ex 的 特殊 情形 ,所 以 在 式 (5.5.1) 中 ,第 一 项 要 写成 也 


0049 Achi hug 


而 不 写成 ag. H5 5.5.8),(5.5.9) 8105.5. 10) , 3r BU n1 18 


32 

E = m, (5.5.14) 
0 

a^] a*I 

Ja? = TE = 2m, (5.5.15) 


T] HEU EL ERES S CRURA jz F PJP Br S 3 a Sy J XE, 现在 如 果 
把 了 展开 成 在 (ao,al,… an bison ;54) 附 近 的 泰勒 级 数 , 就 可 得 到 

Ilag +Aa0 5, + A5.) = I(agsc,5,) + Al, (5.5.16) 
其 中 AT 表示 余 项 ,因为 工 的 一 阶 贪 导数, 所 有 的 二 阶 混合 导数 和 其 他 一 切 余 
下 的 高 阶 人 篇 导数 都 等 于 零 ,所 以 可 得 

Li " 2 

ar = d 2844 D [yal san) (5.5.17) 
H TA(5.5.14)8(5.5.15) ,所 以 AT 是 正 的 .因此 ,为 了 使 了 取得 极 小 值 , 系 
数 ao. a4, 5; 必须 分 别 由 式 (5.5.11),(5.5.12) 和 (5.5.13) 定 出. 这些 系数 称 
为 fz) 的 傅 里 叶 系 数 , 而 在 式 ($.5.1) 中 的 级 数 称 为 对 应 于 FC) IHRE T 
A s 

注意 ,能 用 傅 里 叶 级 数 对 应 于 已 知 序数 f(z), 并 不 能 推出 这 个 健 里 叶 级 

数 一 定 收敛 于 函数 f(z) .事实 上 ,存在 发 散 的 健 里 时 级 数 . 此 外 , 收 敦 的 三 角 
级 数 不 一 定 是 情 里 时 级 数 .例如 ,三 角 级 数 


sin nz 
L. ign 
对 一 切 x BARA ,但 因为 不 存在 对 应 于 这 个 级 数 的 可 积 国 数 , 所 以 这 个 三 
角 级 数 不 是 傅 里 叶 级 数 ， 


5.6 平均 收敛 ”完备 性 


设 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 分 段 连续 函数 .显然 
F [f(x) — slr) dr z 0, (5.6.1) 


其 中 
s (z) = ^ + > (arcoskr + bysinkz ). 


b-1 


展开 


5.6 Wr sot . 75 ` 


| O - slo) Pde =” (e) az -2]^ rGls (dz 


a [s Jr) Faz. 


但 是 ,根据 傅 里 叶 系 数 公 式 {S.5.11),(5.5.12) 和 (5.5.13) 的 定义 与 三 角 函 数 
系 的 正 交 关系 式 (5.4.4), 可 得 


fixis (r)dz = Í fi) e b,sin&r ) |d 
J. Frog 2 


2 
-5+ 23 (ai + bi) (5.6.2) 
与 
| 2 (z)az= | l2 十 j (agcoskr + b,sinkz) | 
z n 
- = +t=2 (al + bi). (5.6.3) 
$71 
因而 
[ Le- sx) |? dx 
a 2 a 
= | f(x)dz 一 E tz (ak + s) |> D. (5.6.4) 
"T k=1 
由 此 可 见 
añ 
E IE tx i f(x) dr (5.6.5) 
HFa mms BAR Dien n 无 区, 因此 我 们 得 到 
2 T T 
° + 2, (al + DLI Plade, (5.6.6) 
XC AR AESERROR LX RE A. 
我 们 知道 上 式 去 边 的 部 分 和 是 不 减 的 , 且 有 上 界 , 因 此 级 数 
3 e 
PE MORIS (5.6.7) 
KA. TE (5.6.7 We ELE 3 kE 
lima; 一 Q, lim, = (. (5.6,8) 
如 果 当 


imf" [fG) 一 (多 + Y aost + bsinkz | ] dz =Ü (5.6.9) 


76 ° PLA EE ES 


时 35 2s E Hi TARRA k y K Sk F fr). Hi 3 B) H pj COE A T 
f Cr). AA 

aq SA. 2 2 1 1" 

2. (e+ b «1 fx). — (5.6.10) 
KT 45 GER JJ E, EAR SPELL E IUE X (5.6.9) mr. ,那么 三 角 图 数 系 
I,cosr,sinr ,cosAr,sin2z,XL PRO E: 2L Ag. 


5.7 傅 里 时 级 数 的 例题 
5.5 节 的 人 博 里 叶 系 数 式 {5.5.11),(5.5.127 和 {5.5.137 可 以 由 相同 的 方 
忒 得 到 . 假定 局 期 为 2r 的 函数 UDARNE 
f(z) = ^ 十 > 1 (aycosb= + B,sinkz ), (5.7.1) 


如 果 假 设 这 个 无 穷 级 数 可 以 逐 项 求 积 (我 们 将 在 以 后 知道 这 个 级 数 的 一 致 收 
人 敏 是 逐 项 求 祝 的 充分 条 件 ) ,那么 


MIO - ME " 3 Gest + bsinkz) ldx = za. 
因此 
a = HEC (5.7.2) 
5 5.3 HEX C.7. D ESPRELSBSE EA cosnz ,JE ELI — 3j x ar, WFE 


x x ao a . 
| fx )eosnx da = | E 十 >; (a, coskx + b,sinkz) |cosngdr 
7a 7 #=1 


2 
= Td,, 
即 有 
a, = ES? f(z)eoskzdz. (5.7.3) 
同样 ,可 求 得 
b, = l| FCe)snkeaz. (5.7.4) 


刚才 得 到 的 系数 a0 ,2 b, 和 在 $.5 节 中 得 到 的 那些 系数 是 完全 相同 的 ， 
{ 例 5.7.1】 求 由 图 5.7 所 表示 的 函数 
f(x)- LHI,- KRIL 
的 傅 里 叶 级 数 展开 式 ， 
这 里 


5.7 f mr SUCH PI RR I I TEC 


a= =] fonds = HN + x*)dz 


图 5.7 
而 
a, 一 E f(x)coskxdxr = ll (x + r*)eoskrdr 
] [ zsinë+ |" " sinkx 
=l Ë vl. n dz | 
1fz’sinkr |" -f 2rsinbx 
T |. Eae 
_ 21  zeoskx |^ ™ coskx 
--xi Ë sf. Ë dz | 
= coska 
-S$(-1* (k-1,,8,7) 
= b? — pigat + 
X 
b, = Í f(z)sinkrd= 


| xrcoskr 
k 


[eme 


工 | 
x 
= i[ (z + xr )sinkrdr 
1 
x 


n T cosbz 
+ k 
a x 2rcosbr |. 
ob pP dz | 


Ene] 


dz | 


开 


十 


_ 2 2[xsnkr 
= 一 kr + pts 
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=- + cosËm 


--qCD* (k = 1,2,3,7). 
因此 /的 全 里 叶 级 数 殿 开 式 是 
fíxr)- Š + > nie 1)'coskr 一 no 1 an£z 


— dcosr + 2sinr + cœZr — sindr — '" 


3 
级 数 的 前 两 个 部 分 和 是 
$| = E — dcosz + 2sinr, 
s, = - — 4cosr t 2sinz + cos2xr 一 sn2zi. 


它们 的 图 形 如 图 5.8 Brzys. ARBER- =< rm 内 ,前 几 项 部 分 和 
已 经 对 了 提供 了 相当 好 的 近似 式 .这 种 近似 式 对 于 一 x 之 < 内 的 每 一 固定 
的 上 , 随 着 所 取 的 项 数 的 增 大 而 得 到 改进 ,但 是 对 于 z= tr MA E EE E 
不 连续 点 处 的 近 介 值 的 性 质 将 在 以 后 加 以 讨论 . 


5.7 但 里 叶 级 数 的 例题 . 79 - 


[5]5.7.2] 考察 由 图 5.9 所 表示 的 周期 函数 


, T 
一 Ty Zp— om < or < Ü, 
f(x) = z, 


X0 < > < x. 


在 这 种 情况 下 
"EE LJ fGoas - Lpf - ndr + NIE 一 EE 


而 
a, l| f(z)eoskzdz 
一 工 [| 一 rcoskbrdz + J zooskz dr | 
l 
= 地 (coskr - 1) = EC D* 1). 
X 
b l | - fx)sinkrdx 
= in 一 nxninkrdr + | xsinkzdz | 
= p 2eostr) = + [1 — 2(— D]. 
因此 情 里 叶 组 数 是 
f(z) = + X EC D* = tesis 
十 in —2(- 1X |]sinkr. 


[85.7.3] RERU- z< rz<r 内 的 函数 flr) r WA 5.10 所 


(86 ， 第 五 章 idu 


图 5.10 


了 示 .我 们 首先 确定 
n HO - I| za - 0, 


a= 1l f(x )eoskxdx = ll xcoskrdr 
=0 (R-1,2.3,-). 
这 时 系数 刀 为 
1 


b, = l|" f(z)snkzdz = HESSE = ns 1X. 


因此 
flax) = 2) 1h Sake 


5.8 余弦 级 数 和 正弦 级 数 


I f(rz)kkEXTYEX[E-—ax,] LAHI SE. 因为 coskr IB IRE sinez 
ROAST BR ET PI BRE Fe coskr EHAK Lf PUR rsin EAKA. TE, 
利用 式 (5.2.4) 和 (5.2.5) ,我 们 得 到 f(z) 的 健 里 叶 系 数 是 

a = 1 Aaoskede = 2 f(r)oomkrdz (k 02,7. 

(3.8.1) 
b, = E f(x)smkxrdz = Ü (k = 1,2,3,*^). 
ER JE — (8 8 cn E p ZR TES pü 


flx) = Pi 4 Y ascoskz , (5.8.2) 


5.8 XL SOBRE SACER RI: 


其 中 系数 a 由 公式 (3.8.1) 给 出 . 
同样 的 ,如 果 fir) E AAR, A F(x)coskr Jr pR $, d AR 
Fr)sin&x 是 偶 芍 数 . 所 以 在 这 种 情况 下 , f( = ) 的 傅 里 叶 系 数 是 


a, = +Í f(z)eoskedz -0 (à-0,,2,-), 


b, = l|" Alz)snkzadz = 2 |" f(z)sinkrdz (k = 1,2,300). 


7t 
(5.8.3) 
因此 , — Rr eR 34% RA (E. HE H- 28 38 B] EF Yk 


f(z) = S psinke, (5.8.4) 


其 中 系数 mox. s.3)8u. 

[5| 5.8.1] 试 求 出 如 图 5.11 Fio f) e 
| 1-1, 3⁄4 — x< x < 0, 
(ded. 340 < z<, 
的 情 里 叶 级 数 ， 


Fi 5.11 


在 这 种 情况 下 ,因为 了 是 奇 函 数 ,所 以 a 7008 50,1,2, 72,0 


b, = Z f(a)sinkzqz = 2 |"sinkedz = En -(-1)5. 


TÉ by 70,55, 17 (LAZn(2 — 1) V. ERE, AR Fr ATL REB H 3k E 
4. 4 S sin(2& — Dx 
fe)= 2 Qk 1 
[85.8.2] 把 1sinz| 展开 为 博 里 时 级 数 . 因为 jsinz| 是 个 函数 ,如 图 
5.12 所 示 , 所 以 下 =0(E=12,3，…) 而 


ES 全 | 7(z)coskzdz = 2 sinzeoskzdz 


T 


. 82 - LER ME Lin E 


= l|'Isnt &)z + sinfi ~ &)<]dz 


_ $ 
_ 21+(- 1)*] (k —0.2,3,-). 


zx(1- $?) 


d k—IH, 
a, = 2 | inzcoszdz = Ü, 
B, f£(z)8988 E p RUE 
$4 2 4x cogdkr 
Ja) = t pi (cag) 
f(x) 
=r Ü m x 
图 5.12 


在 前 面 儿 节 中 ,我 们 在 区 间 (- z, z) B RARE T NS FOOD, HRE 
F(z) 在 整个 区 间 (- oo ,sco) 上 是 以 2r 为 周期 的 函数 .实际 上 ,我 们 经 常 磁 到 
函数 只 定义 在 区 间 ( 一 x,7) 内 的 问题 .在 这 种 情况 下 ,我 们 只 要 把 旺 数 作 以 2 
为 周期 的 周期 延 拓 , 如 图 5.13 所 示 . 这 样 ,我 们 就 能 用 鱼 里 叶 级 数 展开 式 表示 
PRO F(z), 尽 管 我 们 只 对 (一 x,z) 内 的 展开 式 感 兴趣 . 


Æ 5.13 


WEAR £ REEK, mA, ELT RT TBI RA RE f. 第 一 种 方 
法 是 作出 FK hati m RXRBEUGEXGRxEREXCOLES. 1): 
f(x),  HMOc«r«sx 


Fn) = f(-x), S x < z < 0; 


5.8 333 L TREE AW . 83 ， 


Ei 5.14 


而 第 二 种 方法 是 作出 上 的 奇 延 拓 , 由 下 述 表 达 式 来 定义 {( 见 图 5.15): 
f(x), 34 0 < + < x, 
- f(— x), ` — x< zx < 0. 


图 5.15 


因为 F(x) 和 F(z) 分 别 是 以 2x 28 LIB 4B PCIE BE LEA FL Cc) 
和 F(z) 的 任 里 叶 级 数 展开 式 分 别 是 


F.(z) = F + Dascoskr, 
上 =1 


其 中 
a, = z | Ca yeoskzda 
fi 
Exr)- > b,sinkz , 
-l 
其 中 


b, 一 2 JG )sn£&rdr. 


eB SES MMRR 


5.9 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 


有 时 用 复数 形式 的 展开 式 来 表示 函数 是 方便 的 .这 个 展开 式 可 以 容易 地 
由 下 列 傅 里 时 级 数 导出 : 
fíz)- > + Y (a, coskr 十 b,sin&r). 


注意 旬 


我 们 可 写 出 | | | | 
fo R se) ee) 


| GQ z adp 一 15; xr a, + 15, -ikt 
= PAD) e [Ter 
ike ) 


L iks - 
TOXOC Hege ^], 


I 
e 


其 中 


a= 3 = d fGGoske -snkz)dz 


= Lf f jetted ; 


atib _ Lf f(a)(coskz + isinkz)dz 


G 2 T 2n. 
= LS Kejar - 
FE, RUIT SI f(xz) 的 复数 形式 的 健 里 叶 级 数 展开 式 为 


fíz)- Mae", — x< r< x, (5.9.1) 
b--on 


其 中 
x] fae" dr. (5.9.2) 


9 ^ nl. 


[6| 5.9.1]. 试 求 出 下 列 函 数 的 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 : 


5.10 区 间 的 变换 -85- 


fíz)- e, -mXx«m. 
我 们 可 以 得 到 
a= d fav “da = AP eae 
= LAAN D 5 V inh. 
+ , np 2 98 E 


(1 +ik)(— 1) 
f(x) = > xü a sinhne 


5.10 区间 的 变换 


到 目前 为 止 ,我 们 已 讨论 了 定义 在 区 间 [ ~x,xj 上 的 函数 .可 是 在 许 儿 应 
用 中 ,这 个 区 间 是 有 局 限 性 的 ,而 大 家 感 兴趣 的 区 间 可 以 是 任意 的 ,如 [a,p]. 
如 果 我 们 用 变换 
r= TG +a) + 2), (5.10.1) 
引入 新 变量 1 ,那么 区 间 armo REA — zS Sr, 于 是 ,显然 函数 
fl(b | a)/72 + ((5 — a)Z2x)t] = Flt) 
可 作 以 2r 为 周期 的 周期 延 拓 ,把 这 个 函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 ,得 到 


aeg 


5 + 2 uoi + bysinkr), (5.10.2) 


Flt) = 
其 中 


üg — LP F(eoskra: (Ë 一 0,1,2,0), 
b, = L[ FGsinkré: (k = 1,2,3,*7). 


再 把 上 变 成 了 ,就 得 到 在 [a bl EK FA ORERE 
f(x) = ° + > = = ñ bsin Ern -b5- a], 


(b 一 (b-a) 
(5.10.3) 
其 中 
a, = yal fGa)os rag, (k = 0,1,2,9, 


(5.10.4) 
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2 [rios . a sa ez (k — 1,2,4,0, 
(5.10.5) 
有 时 我 们 取 函 数 了 定义 在 [ - ?站 这 个 区 间 上 较 方 便 .由 刚才 得 到 的 结 
果 立 刻 可 得 出 ,只 要 令 a= 一 1 与 5=1,f 在 [一 /i] 上 的 展开 式 就 具有 下 列 
形式 : 


(z) = 学 + > acos ÈRE + Bhsin ERE), (5.10.6) 
其 中 
a, = n (zjeos dz (k-0,,2,7), (5.10.7) 
b, = 了 | fGosin tas (R21,2,.-). (5.10.8) 
如 果 了 是 以 27 33308 ERO ,那么 由 式 (5.10.6) ,不 难 确定 
fla)= 24 S arcos TE, (5.10.9) 
其 中 


a, = nuo (k =0,1,2,=). — (5.10.10) 
M f EU 为 周期 的 奇 函数 ,那么 由 式 (5.10.6) ,了 的 展开 式 是 
fa = Yasin zz, (5.10.11) 
其 中 
- x= À[ f(a)sin Eq (k = 1,2,3,^-). (5.10.12) 


[5/5.10.1] 考察 如 图 5.16 所 示 的 周期 奇 函 数 
f(z) = z, -2<x<2. 
这 里 /=2. 因 为 f£ RARA, A a, =0 
2 [° knr 


b, = 人 Aasin E "a = 2] zsin 2 dr 
=- 4-1) (k = 1,2,3,7). 
因此 ,fF 的 博 里 时 级 数 是 


fíx)z 
[B] 5.10.2] CRAN 


om 


E ktl i ETE 
kx D 2 
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图 5.16 


d 


1 
m -2 0 12 


Hl 5.17 


1. 0 < < 1, 


f(z) = | 
0, EE drl. 


在 这 种 情况 下 ,周期 是 21=2 或 ¿= 1. Ey f WEE 5.17 所 示 . N o de B Ed, 


所 以 有 b,-0,H 


afi 2 [1⁄2 

Qa = 2] foods = 2| dr — 1, 
i 1242 

a, = nuo = £ o cosbzrdr = i.n. 


因此 
2 (— 1 los(2E — Dx. 


(2b — 1)x 


f: IE H: £C RO £ s IBCSACTE 


5.11 
早 些 时 候 我 们 已 经 讲 过 ,如 果 f(x) 在 区 间 [ 一 x,x] 上 分 段 连 续 ,那么 存 
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在 一 个 情 里 叶 弘 数 展开 起, 它 平 均 收 合十 fUr). 
EAP, RUE TEES CURL | CER PEE np ARCU XE ex ECCE TET 3 AA 


fix) 一 ^ 十 » (a,coskx + b,sinkz ), 
其 中 
dk 一 il fx )ooskzdx (k 一 0,1 2，…)， 


b, = l| Fz)snkrdz (k = 1,2,3,). 
设 s(r)MdEfGOBSEIESIEB 22-1: 

s (=) = E + > Cascos t b,snkr). 
把 a, f 5, RA s, (xz) 中 ,就 得 到 


s, Cr) = 去 | row 十 i | NOT eost 


+ [G )sin&t dt Jaa 


-if mo 全 十 > (cosktcoskr + sin&tsinkz) |z 


=E a|? + eskG - z) Jar. (5.11.1) 


把 三 角 便 等 式 
2sin ^ coska = in^ + E - n4 - ij. 
M k-135£-—2 可 起 来 ,可 得 


2àn$[3 + ÈX osta |=sin $ + [s -sin 2 | 


十 … 十 [sin[» t i] 一 sin( n 一 zle] 
=sin( » +>). (5.11.2) 
然后 在 式 (5.11.1) 中 利用 式 (5.11.2), 得 到 
s (z) = LP a ys 2) nay (5.11.3) 


2sin( £3) 


引信 新 变量 ; =t 一 x ,可 得 


5.11. REMAR KEA AHE | 89 5 


Ll y Sinf n + 1/2)s 
sx) = Ur + z) — 2sin( s 22) ds. (5.11.4) 


现在 ,如 果 f(x) 是 以 2x 为 周 期 的 分 段 连续 函数 ,那么 s, Cx) B LÀ 2r 为 周 
斯 的 函数 (见习 题 28), 于 是 


s (z) = ll für) sn ais ds, (5.11.5) 
这 个 等 式 称 为 5 PRAEAN. E 
sin(n + 1/2)s 
2sin(s /2) (5.11.6) 


Wr A BUORLORUR , 它 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 且 


l[* sin(m + 1/2)s 1f fl x 
2 2sin( s 2) ds = TE + Mosis Jas = 1. (5.11.7) 


8385.11.12 (EE NK WR gz) 在 区 间 [a ,本 上 上 分 段 连续 ， 
那么 


b 
limf g(x)sinàrdr = 0. (5.11.8) 
证 明 考察 积分 
IC) = | g(a)sinazdz. (5.11.9) 
用 变量 变换 
r= fd mA, 
可 得 
sinàxr = sinA(£ + x/AA) = — sinát 
和 
b-n/À 
I(A) = -| ,8V + n/ÀJ)sinA£d*. (5.11.10) 
因为 上 是 积分 变量 ,我 们 可 把 上 述 积分 写成 
ICA) =- [D g(r + n/A sinirde. (5.11.11) 


把 式 (5.11.9) 与 式 (5.11.11) 加 起 来 ,得 到 
2I(A) =| g(z)sinlzdz 一 | sz + n/A siniz dr 


a b 
=- f glx + n/A)sinazdx + f gGr)sinArdz 
ü-u/À à-n/À 


[T e) - g(x + n/A) JsinArdx. (5.11.12) 


: 90 ， ALE dp 


首先 , 没 gx) RETE La, b ] EMERARA gt7) 必 定 是 有 界 的 , 即 存在 
M fiis 1g Cx | S M. BUE 


ME uim/À rM 
| BU 十 x )sinardz | = | g(r)sinÀrdz | = u 
| a 


wam 


种 


° : xM 
E )sinÀrdr | < mE 
因而 
BTA 
KOSE |g(z)—g(z + rx/A)|dz. (5.11.13) 


BS gr MEHIXII[a, 5^ Exe RR BC TEQa,b] kE KERM, 
因此 
lg(z)— g(z + z=/A)| < eZ(b — a) (5.11.14) 
对 于 一切 A 之 A 和 在 [ae b PH- - 切 x 成 立 . 我 们 现在 选择 A LiB AA 
lli .xM/A«e&/72. T j 
IOI e$ = E. 
如 果 gCc)EE[a,5] t4 BEXESE RR LEA EST g(z) 是 连续 的 [a ,5] 
的 子 区 间 上 ,重复 应 用 上 面 的 论证 , 即 可 得 出 引 理 的 证 明 . 
定理 5.11.1 (W XE SEE) ”如果 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,有 是 
了 Ftc) 在 [ -x,x] 上 是 分 段 光 清 的 ,那么 对 任何 x+ 有 


S i 25 (aycoskz + bysinkz) = gU +)+ f(x -)], 


(5.11.15) 
其 中 
d, = LP f(az)eoskzda (k = 0,1,2,0, 
b, = l|* fC)sinkrdz (k = 1,2,3). 
证 明 我 们 有 


s» (z) = ENS ts) S Gay ds 


_ Af? sin(n + 1/2) 
本 L| f+ L 2sin( 72) ds 


工作 ~ sin(n + 12)s 
* Lf ts) 2sin(s72) ds. 


5.11 PEER E e CORTE I . 91 ， 


D Id TEUER 


1 


l = 1| (C +s) — f(x —) + ft _yysin(n + 23s 


2sin( s /2) 
(5.11.16) 
利用 等 式 (5.11.7), 可 得 


1f? sin(n + 1/2)s5 - Læ —-)[* sin(n + 1/2)s 
!| Fi 2h 2sin( s/2) "ds = r 2sin( s 72) ds 
" -) 


2 


J] E 


L = f, 1 1P f(z+s)- FG —) inln + 1/2)sds, 


2sin( $2 
但 是 因为 ORA EDU IS CUR 
(z +s)— fix —)_ , [Eet z] 


= lim 


lim 2sin( s 72) Ee Zam) 
ig |+ -Re ]- fx =) 
存在 ,因此 ,函数 
fix t5) - fiz) 
2sn( s /2) 
是 分 段 连续 的 .根据 歼 曼 - 埋 贝 格 引 理 , 有 
imf fact ants + 1⁄2)sds = 0. 
B EI 
lim J; = Brod 
[E] EE , i ie 
可 证 得 
lim 12 = — d 
最 后 ,我 们 有 


imss(z) = lim(h + 5) = [f(z +) + fG -)]. 
由 此 


Qe SHE BEHAN 


> + SP + besinkr) = TL (z +) + F(z -)|. 


本 定 埋 证 毕 ， 
在 f(z) 的 连续 点 上 ,f(x + )= fir -) f(x) 在 这 种 情况 下 ,有 


> + MY(a,coskr + brsinkr) = f(x). 
k=1 


[ 例 5.11.1】 # 5.7 PKA 5.7.1 中 ,我 们 已 得 到 在 [一 x,x] 上 的 函数 
rct x^ CE 5.18 所 示 ) 的 依 里 叶 级 数 展开 式 是 


flr) ~ ñ + > aC l)*coskr - (~ 1 sink. 
k-I 


因为 rz) 一 z+ 王 是 分 颖 光滑 的 ,所 以 这 个 级 数 收 敏 . 因此 在 f(z) 的 连续 
点 上 ,我 们 可 写 出 

r+ = E 十 > C l)šcoskz 一 HE 1 sin£z. 
在 zz ) 的 不 连续 点 上 ,例如 x=7, 由 逐 点 收 襄 定理 与 

fín-)-mti, f(n4)- f(-n4) =- x+ @, 


所 以 有 
Liat) + (a+ 0] = E + MÁCI 
> [(= m+ )] = 5 t 人 qn coskn. (5.11.17) 
简化 上 式 得 出 
_ d 4X 
= yt 2 Ei( 1) 
或 


5.12 WEHA BRE 93. 


5.12 REH RRA — Bu S E 


#E— rh, 818 2 xF2y Ez 3638 RRE T 48. ER SN E oa AE. 
ix H TOES S—TREEInBXT—S3 i S FEB E Fë. 

TLF E ARCA Ae s POE 8| — 84 C AE E fp SR E BJ. 

定理 5.12.1 C— l SRCPEROU ARS XE) 设 fx) 是 以 2x 为 周期 的 连 
FRR, EA SF (DAKE, -n LEDERER. 5B UE F(-- fGo, 
那么 fx PIS EB np EUCRURSJT A E -AAAH 26 E c o 9. 

证 明 设 FAxz) 和 产 (z) 的 傅 里 叶 级 数 分 别 是 


F 21 (ascoskz + brsinkr) (5.12.1) 
k-— 1 
和 
A - 
2 t 2. (Aicoskr + Businkz ). (5.12.2) 
点 一 ] 


因为 上 是 分 段 连续 的 , 旦 -m= f(n) ;所 以 对 一 切 训 >0, 有 
A» = 了 | Flode = LU) - f 91 = 0, 


A, = i f (x)coskrdr = TL f(z)eoska E, 
+ El fix)sinkrdr = kb, (5.12.3) 
B, -1f f Go)sinErdr 
- lf )sinkz]* 一 ip f(x)coskbrdr =- kap. (5.12.4) 
x -x x x n ke à a 
此 外 ,A 和 Bi 满足 贝 塞 尔 不 等 式 , 即 


S (a? + Bi) «ill [f (x) dr < eo. (5.12.5) 
现在 由 式 {5,12.3) 和 (5.12,.4) ,我 们 写 出 
X la? + DU? = PE (A2 + B2)]1⁄2 (5.12.6) 


对 上 RENEE Ka RAE st ( BL 38 27) 后 ,上 式 变 为 
Dar [DE J [55 Ci + Bi M^. (542.7) 


k=l 
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由 式 (5.12.5) ,显然 级 数 
d + Bi) 
当 ?co 时 趋 于 有 限 极 限 ， 而 且 级 数 
"n 
是 二 阶 调和 级 数 , 当 co 时 也 赵 于 有 限 极限 . 因此 ,存在 常数 MM, 使 得 
> + 0107 < M. 


因为 上 式 左边 是 正 的 . 且 以 M 为 上 界 , 所 以 当 m 一 ce 时 , 它 必 须 趋 于 有 限 极 
限 .于 是 级 数 


ET 
KARTER 
a,cosRr + b,sin&r = (az 十 bi) ^ cos(kx - 8), 
其 中 8 = arc tan (bia). 2E RE SÍ | cos( &8 — c) 所 1, 所 以 对 于 一 切 zx, 有 
| a, coser + Bsinkx | (a2 十 好). 因为 数 项 级 数 


$e a+) 
MESE, 所 以 应 用 数 尔 斯 特 拉 其 的 优 级 数 判 别 法 可 知 级 数 


+ 3 (aacoskr + brsinkz) 
k-1 


一 致 收 伊 和 钨 对 收 仇 , 且 实际 上 ,根据 逐 点 收 全 定理 , 它 收 钱 于 r). EEH 
证 毕 ， 

在 上 面 这 个 定理 中 ,我 们 曾经 假设 ir) EER, H 广 (z) 是 分 段 连续 
的 .对 了 适当 放宽 条 件 ,我 们 可 乌 述 下 列 定 理 ,而 不 予 证 明 ， 

定理 5.12.2 (DEKH -n,n LERRA. 如果 F(z) 是 以 
2x 为 周期 的 函数 ,那么 的 傅 里 叶 级 数 在 每 个 不 含 六 的 不 连续 点 的 闭 区 间 上 
— ST r2] 8829). 

注意 ,在 含有 f 的 不 连续 点 的 任何 区 间 上 , 情 里 上 叶 级 数 的 部 分 和 不 能 一 
致 趋 于 函数 f(x). 在 这 样 的 区 间 上 ,s, (x) 与 f(x) 的 偏差 的 状态 称 为 吉 布 斯 
现象 .例如 ,在 例 5.8.1 中 ,函数 
-1, H-naczr«0, 
l 34 0 < x < x, 


f(x)- 
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的 傅 里 叶 级 数 为 
Flr) = y sin(2k — Dr 


— (2k -1) 
如 果 画 二 部 分 和 s, Cr ) JEDE, BOE. 5.19 所 示 , 我 们 发 现 ， 在 三 的 图 形 上 下 
摆动 .可 以 看 出 ,在 不 连续 点 =0 和 =x 的 附近 ,与 昂 数 上 的 情 差 是 相当 
TEF. 虽然 在 区 间 内 的 任何 点 上 ,摆动 的 天 小 随 n 增 天 而 无 限 减 小 ,但 在 非 
常 接近 不 连续 点 处 ,虽然 吉 增 大 ,但 摆动 的 振幅 实际 上 与 n 无关 ,而 不 是 无 限 
碱 小 的 .这 个 现象 说 明明 数 了 的 傅 里 叶 级 数 在 任何 包含 不 连续 点 的 区 间 上 是 
不 一 致 收 敏 的 ， 


图 5.19 


5.13 傅 里 叶 级 数 的 微分 法 和 积分 法 


傅 里 叶 级 数 的 逐 项 微分 一 般 是 不 允许 的 ,例如 , f(x )= zz 的 傅 里 叶 级 数 


(B 5.7.3) 是 


|... Sin2r um us 
z = 2|sinz 2 + E 3 


它 对 于 一 - 切 x 收 敏 .但 当 上 述 级 数 形式 地 普 项 征 分 后 ,级 数 
2[cosz — cos2x t cos37 — -| 


对 于 - 切 + 发 散 . 问 题 在 于 当 [ - sx] E RS f(x) = x 作 周 期 延 拓 
时 ,在 点 +x, 土 3r,.… 上 是 不 连续 的 .在 下 面 将 看 到 ,周期 函数 的 连续 性 是 傅 
里 叶 级 数 的 逐 项 微分 所 必需 具备 的 条 件 之 一 . 
定理 5.13.1 ( 逐 项 微分 定理 ) 设 f(x) 是 区 间 | - r,z] 上 的 连续 函数 ， 
H l-n) fü) X. f (z) IX IB E 84) BENE 9 WRA 产 的 很 里 叶 级 数 
林 以 由 的 储 里 叶 级 数 逐 项 微分 得 到 , 且 逐 项 微分 后 的 级 数 逐 点 收 化 于 三， 
ni REGIE EDT VE 


> + >° {arcoskr + b,sinkr). 
k=l 


Ap 

2 
ft 5.12 TEH 12.1 中 已 证 明 ， dum f(x) = f GO, RTE Ao 0, A, = Bb, 
fil B, = — £a, (k=1,2,3,: b 于 是 


f(z)= Ç $a INS + B,snkxz ) 


t 3 (Acosks + B,sinkzr ), 


变 成 

f (z) = xc ka,sinkr + bbycoskr), 
RIEEGRESURRAE FASENE BEI AR 

fiz) = > + SIT + b,sin£z ). 
在 fF (X BAIE BUR. E LR TE FS CT RM: 

lur +)+ f(r-—- »MG ka,sin&r + kb,coskr). 
本 1 

因为 是 分 段 光滑 的 ,所 以 根据 定理 5.12.2, 逐 项 微分 所 得 到 的 级 数 在 连续 点 
Fa kak F (x), 而 在 不 连续 点 上 收 售 于 [六 (x+)+ (x 一 )j 及 ,本 定理 证 
毕 . 

情 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 比 之 项 微分 在 一 般 的 条 忻 下 是 可 以 实现 的 .我 们 
记得 在 徽 积 分 学 中 ,为 了 保证 逐 项 求 积 后 的 级 数 的 收 伍 性 ,被 积 图 数 的 级 数 必 
须 是 一 致 收 敏 的 .但 是 ,就 健 里 叶 奴 数 来 说 ,这 个 条 件 不 是 必需 的 ， 

定理 5.13.2 ( 逐 项 积分 定理 } 设 Fx TEL -rr] 上 是 分 段 连 续 的 , 且 
是 以 2r 为 周期 的 函数 ,那么 不 管 了 的 性 里 叶 级 数 


^ t > (aj cos 十 b,sinkx ) 
k=] 
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Ae 8 LEER U E fE] BUS PR Z I8] ZE3RGK fl. 
证 明 我 们 要 让 
MOT = | ^ dz 4 > NCC 十 b,sinkx )dx |, (5.13.1) 
这 只 要 证 明 ü 
| Ee - 2 as - > + [a, (sinh - sinka ) — by (coskb — coska) ] 
AET.” ARIEL F(z) 为 
FG) = Pro - 22 ar. 
因为 了 是 分 段 连续 的 ,所 以 下 是 连续 的 ,而 且 
F'(x)- f(x)— 
是 分 段 连续 的 .此 外 ,因为 了 是 以 2x 为 周期 的 soma 
ao= L| Foods, 
所 以 有 
F(x +2m= |" fü) - 2 Jar ui š " f) -F dt 


= FG [Lio - 8 Ja = F(z). 


因为 刚才 已 证 明了 F 是 连续 半期 函数 , 旦 具有 分 段 连续 的 一 阶 导数 ,所 以 我 
们 可 以 把 F 展开 成 傅 里 时 级 数 


F(z) = As + S CA,coskz + B,sin£x ). 
k-1 


根据 定理 5,12.1, w 3 3 E Sk I aN EL PEOR ARKI. TEST XE BE rh , LUE] 
T £-1,2,3,-- H, A 

A= b,/hb, By afk, 
因此 


(a,sn&r — b,cos&x ) | 


T 
— 
H 
€ 

| 
MI 
十 
EJ: 

-—. 
x= |= 


由 F(x) 的 定义 ,可 得 
| fidit = EE E 十 > + (aysinkz 一 b,coskr). 
k=1 
因为 


`. SER BENIN 


[rose = [rio - roa 
a Ü Ü 1 
所 以 我 们 有 


ñ un 
[fd =O -a)i >: no 一 b,coskb ) 
2 kl 


一 5 L (aysinka 一 b,coska ). 
k-1 
因为 这 些 级 数 都 是 绝对 收 化 的 ,所 以 我 们 可 以 把 它们 的 项 重新 排列 而 得 到 


5 a 
[foods -»(5-a) 


十 M La, (sink — sin&a) — b, (coskb — coska ) |, 
kI 


这 正好 是 由 f(x ) 的 健 里 叶 级 数 形式 地 逐 项 求 积 所 得 到 的 结果 ,本 定理 证 毕 ， 
[5)5.13.1] 在 例 5.8.2 中 ,我 们 已 经 得 到 f(x)= |sinz| 可 表示 为 博 
里 叶 级 数 
sinr = 2 + 3 y^ —cos2k> 
n WO. (1 ~ 4£?)' 
因为 (x)= |sinz| 在 区 间 [ - r,r] 上 是 连续 的 , 且 f( 一 x) = f(rn), 叉 因为 
三 (z) 在 [- 交 上 是 分 段 光 滑 的 ,利用 定理 13.1, 对 上 面 的 傅 里 叶 级 数 可 以 
EHA MEE ES 


Ü < rcm. 


exc zo 3 ksir2 Ex 
x 5 (l1 — 4k?) 
这 样 TE (TTA 8 de 2A PRICE CO oc) PIED 8L Ir CURT SS ERE, EXACT 7 HE 
倒 过 来 做 是 不 允许 的 . 
—. [5.13.2] 在 区 间 - r<z<x 内 考察 函数 f(x) 一 x. 因 为 在 例 5.7.3 
中 已 给 出 


x = 2[s(TÍ - BERE Ls L.. ], 


由 定理 13.2 ,我 们 可 以 从 a Se 逐 项 积分 上 述 级 数 ,得 到 


为 了 确定 党 数 项 级 数 的 和 ,我 们 写成 


2 — 
£ c- NNI e LRE, 
4 k=l k 
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Hop C REND LR 1 nu k sb 8 HL F 28 38, E EBU 3k PJ, Br EA 
DJA -rr 到 天 逐 项 积分 级 数 ,得 到 


[sas = 2[| cas - > CPP" sae]. 


8p 
T = 2(2nC) 
因此 
ox 
C= 12: 


所 以 ,通过 在 ( - rr 内 逐 项 积分 f(x) = x 的 健 里 叶 级 数 , 我 们 得 到 聘 数 
f(x) x^ 的 情 里 呈 级 数 展开 式 为 


- [5 -Mc pe o] 


5.14 二 重 傅 里 时 级 数 


两 个 变量 的 胃 效 的 级 数 展开 式 的 理论 与 单 变量 函数 的 级 数 展开 式 的 理论 
是 类 似 的 .这 里 我 们 将 简单 地 叙述 一 下 二 重 情 里 时 级 数 的 结果 . 

在 前 面 已 经 知道 ,如 果 f( z ) EVA 2c 为 周期 的 分 段 连续 函数 ,那么 情 里 叶 
级 数 


fir) ~ > + M (a,,cosmz + b,sinmz) 


m=i 


平均 收 襄 于 f(x). SL f£ k 52 nj PS B3 , 3 Z E DUE a E p — gris 
的 ， 
为 了 简便 起 见 , 让 我 们 考察 两 个 变量 的 连续 可 微 ( 人 这 是 比 必 项 的 条 件 强 的 
条 件 ) 函 数 f(z,y). 设 Az,y) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 即 
fix + 2x, y) 一 f(x,y + 2x) 一 fix. y), 
那么 ,如 果 把 v 固定 ,我 们 可 把 Fe Ly 2T 29 — S s By 18 ER IHE I 


fíx.y)- 2632 + S lan (y)eosmz + baly siom |, (5.14.1) 
m-l 
其 中 系数 都 是 y Imi, By 


aa Cy) = [^ A S X3U,M )cosmz dz, 


b, y) - fix ,y)sinmada. 
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这 些 系数 都 是 对 y Esen A B, BLUE BUD SC RT LET 28 — S Dr SS ZR 
X 


a = . 
as Cy) = > + 2 (dncosny + b,,sinny), 


(5.14.2) 
bay) = E 十 > (c, Cosny + d ,sinzy), 
=] 
其 中 
amn = LP | fC,y)oosmeeosnydzdy, 
bmn = L | (z y)eosmzsinnydzdy, 
(5.14.3) 


4 
Cmn = EC , y)sinmrcosnydxdy, 


dj, = AUT f(x, y)sinmzxsinnydxdy. 
$us 


jt a,, Mb. 代 人 式 (S.14.1) ,可 得 


[1r] 


f(x.) - + 1» [apncosny + ba,sinzy ] 


a2a-l 


t iM [a o cosm= + CdSiN mr | 


m=] 


+ >; >; [a Cosmacosny + b, cosmic sinmy 


m-l1z-l 
+ c,,Sinmrcosny + d, sinmrsinny], 
这 个 二 重 级 数 称 为 二 重 傅 里 叶 级 数 . 
(a) f(z,y)2 f(x, y) f(x, y)7 fix, 3) ELERT a; 外 ,所 有 
BE sam F.H Ei H np ER S 


f(z,y) = + 3 Daoncosny 十 i > amocosmz 
n=l m=1 


(5.14.4) 


+ S) YO ana COSTLE COSI , (5.14.5) 


m-—ln-l 
其 中 _ 
u 4 z[- I 
"MEE. £p IU  y)cosmxcosnyd.zd y. 


(b)4 f(— xr, y)7 fr M fx 7 y) = 一 六 zy 时 ,有 


4j Bš . JOE - 


Es E 


fix.y)- 1» Doa Sinny + > Y bpa cosm=sinny, (5.14.6) 


" 1 er 
b. EINE t, ykosmrsinnydrdy. 
(c)34 f( —z,y)= — f(x, A r, y) f(z ,y)ih, 8 
Flay) = 1 M cosina & Ne sinmreosny, (5.14.7) 


m-lims-1 


其 中 
Emn 二 ANNE  y)sinmx cosnyd xzdy. 
(d) f( —r,y)7 — f(x, yMB fle, -y= - f(r, y MN 3r 


fizy) = ` >d, sinmrsinny, (5.14.8) 


m-ln-il 


"i - 人 sy)sinmursinmydzdy， 
nti" L iV - 


[55.14.1] 在 区 域 ~x<z<x, n y n WIB SË fiy) zy Ë 
开 为 二 重 情 里 叶 级 数 . 
HA f(—r,y)——-xy-7 — f(xz,yMH flr, m y)= —xzy= f(r,y), 
所 以 可 得 
da, = E i ysinmzsinnydzdy = (— 1)m+n £, 
TH, E- z< xr<x,—m< y< x AAC +E EAR = 


f(z,y) 242; 22 (- Dm sinmzsinny, 


m-1z-l 
习 mu 
1. d8:H F SU 838 r Cr HIC [8j EJ dE AT BE ER AA. 在 每 -种 情况 下 ,确定 其 右 极 限 
和 和 左 极 限 ， 
Ix. Mri, 
0, MIczzx2, 
0,  NM-idzmr«0, 
l/x, 33 0< xxi; 
2, HO r<, 
a^. M Krz; 


(a) fix)- 


(b) fiz)- 


(c) Jr) | 
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ll - z, 当 lsira, 
(d) fs] 45.2. re. 

2. WRC, b) BAR. RE E. f (nr Fir ) 都 存在 ,而 且 f (a +) rib- E 
都 存在 ,就 你 f Ela ol ERATARA, VEPH mR 了 在 [ua ,tj 上 是 分 自 光 滑 的 ,那么 了 了 
在 Le b] RESET CS shi. -个 反例 ,说明 其 道 伸 题 是 不 成 立 的 . 

3. FJ E LIBER AIR eg 3L Se E. 34 RULES BL PK dE AE eR CC dE (RR ER RE. 


(a) z +222 + 323; (b) z2+41; 

(c) zlnz; (d) 1/zx; 

(e) ens (D z sma: 

(g) x^msr; (h) sinhe. 

4. 设 具 有 下 标 e 和 w BO ñ $k 25 CR (8 eR 9 HIS A, EH: 
(a) fg, = hes (b) fug. = hes 

(c) fa, = fg, hus (d) fot g 7 hu 


(e) f, * g, = h. 

5. W 所 z) 在 区 间 [0,1) 革 连续 可 微 , 且 F (O+ MEE. X. F (0-27 f(0) 20. uE Bd E 
(- (GI) EI FARER Fg 在 ( 2,0 E E Ese VT EST. 

6. ME FAAA rp EGER JA] p ir r A | GR h E R: 

(a) utÀr; (b) cox 72; (c) oos2mr 

(c) rosz: (e) csr + coe ; (f x^cosr. 


7. & f(x EE p SUIS Bs 388 , VF Hi 
otp b+ p 
| f(x)dx = | f(Cx)dr. 


8. WES EGRE 1,2. (x^ - D ERR — 1,1] E E IF 28895. 

9. uEBI SET ER 8 EE A I. 

lU, 证 明 疏 一 性 定理 :如 果 fu Hl F RE- mem x LER, HRA HUFE 05 8 HL UE ER. 
数 ,那么 广 = 户 ， 

11. 证 明 殊 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 ,如 果 函 数 了 在 区 间 一 x 所 fT 二 m 上 连续 ,Hf( — z) = 
fO) ,那么 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 一 个 三 角 多 项 式 


T(z) = F 1 5 laoske + bysinkz), 
k-1 


ib fg 35 — Ui x Ell E If. A 
| f(x) ^ TCGOM < z. 
12. 求 下列 各 函数 的 傅 里 上 时 级 数 . 


(a) ( )- Ty 3b — xr, 

í Ju pG BRA), 当 0< <ri 

(b) (z)= l, M —r< xc, 
MT] Morc 


(c) f(z)-r-tsnz, -nrin 
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(d) Hx}=1+7, —q a Xm 
(e) J(z)= e", -xXzm 
(D f(x)*14x4xj, —q& rm. 
13. xE TFAA EE bd E. 

(a) firana, Ü€r«mwn 
1, Hücrczz2, 
(b) KES |, a<n: 
(c) f(x) z2, Ü< r<; 
(d) f(x)-ccsr, Ü< r< m 
(e) f(x)22x5. Ü< rm; 
(Ü fix)-e€, Üc xm. 
14. 求 出 下 列 各 函数 的 情 里 叶 余 弦 级 数 展开 式 ， 
(a) f(z)=m+zxz, O<xr<m 
(b) f(x)-x, Kran 
(e) fix)-z*', | 0€ z< 
(d) fir)-smir, Ü< z< mx 
(e) fix)-e, Ü rcm 
(D f(x)-emhr, O< r<. 
15. dg F5] & 8 3k JEU B E DERE. 
(a) fíx)-x^*x, -—-1<x<1; 
1, *w0<x<3, 
(b) f(x)- 0. M3€z«6 
(c) f(x)-snnr/l, 0€ x«l; 
(d) f(x) - x5, -2<xr<2; 
(e) fíx)-e",  0<x<1; 
(Ü) Fr)=sinhr, | -1€z«1. 
16. 求 下 列 各 函数 的 复数 形式 的 情 里 叶 级 数 : 
(a) fix)- e, - r< z<; 
(b) fiz)=coshr, -arin 
l. M arc; 
(e) fa) aur, MOcrcu 
(d) f(z)= zx, -1<r<1; 
(e) f(x) z2, - < x< mi 
(f) f(x) ^sinhzz/2, -2< z«2. 
17. 通过 对 适当 的 情 里 叶 级 数 的 逐 项 微分 来 确定 下 列 各 函数 的 博 里 叶 弘 数 展开 式 ， 
(a) sim x, D rm 
(b) cof, Ü< r< 
(c) SIE COSI, O< xm 
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(d) coma boe. Ü< r< n 
(e) CORTODSÓ r, D< r< m. 
18. 求 出 由 下 列 各 级 数 从 各 到 > # m tyi S| BJ S gt 98 Br os RR 

A [í +i . 
(a) >: U ink = Ë, K< z < T; 

"ur & 2 

W —(—1X l, T T 
w 2, 1yll- CC 1 sinke = | donec c0 
nii È 2, O< z< mi 


2 
() CD xr = (2e 2), — x < zr < mi 


(d) 5 sin(2ë + L). _ wx- xz 0 < x «2n; 


£i Qk n 8 "7 
e) iy | 当 - z< x < 0, 
n (2k- 1) 1, "0< r<. 


19. (a) KFARA EHAA R: 
Ü, M — x< + < Ü, 


f(x) = " 当 0< x< m 
QE 利用 求 得 的 这 个 级 数 , 证 明 
REEIEIEIE TIS 


20. (AE 上 列 函 数 的 傅 里 叶 颖 数 : 
J(z) = z2, — I< z< 1; 
(b) 利用 求 得 的 这 个 级 数 , 证 明 


= _ 1,1 L1l,. 
a lgtg g" 


21. 画 出 题 12 中 的 函数 子 与 部 分 和 si 及 s, 的 图 形 ， 
22. 设 | g(xz 首 是 在 [a,5] 上 的 正 交 系 . 如果 


e. = [f Gg Cd 
存在 ,那么 

fG) ~ yes) 
这 个 级 数 称 为 £o P X 0 m npe ur Bg TEE JC SES 
> «foy. 


2-lü 


23. E f fla E PN EL nn) EZ ELE SE B M 2x 为 周期 的 函数 ,如果 a; 0, Mc, 
d, 分 别 是 上 关 和 5 HREH RA , uE BH 
gt 


LJ réaGous = P + Gua + ba). 
24, 改 迁 下 列 级 数 的 收 线性; 
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"E 
(a) f(x) = Sy (— 1)” Q opm — n < z < w; 


(提示 ;由 十 EM -ps (LA) G6 — a), WERA 
Ar) = 一 可 | sing + 5, G snas. 


n"-n 
MW. SOS 1/0 O- n0 PORE E BUR on DRR URR. ) 
> n?tnil. 


(b) fir) = 2i aG 1 
(Sm: 
ninti 1, 1 
nfn? + 1) " n^ 41 
利 | 
> = 2 EO < r< 2.) 
25. SE T PU FE. Fr] 看 作 是 两 个 函数 的 和 ,确定 了 的 情 里 叶 级 数 ; 
i, «3 < r <0. 
(a) f(z)= 
4 me 1), 当 Ü<x<mx 
(提示 :fr)= gn) - EGO h 
0, 当 - x< zr <0, I-l, MW - x< r< 
gla) u 4 0 < z < x, hle) - l, MO r< x.) 
. |2O[U, 3f-rEz«X0, 
an 当 rz. 


提示: faz} + tgl ) ,其 中 
- 1, 当 一 zx 之 之， 
em = | 1， 当 0< r<) 
26. (a) 画 出 下 列 函 数 在 区 间 [ -4, -2] 和 [2,4] 上 的 图 形 : 
1, H-2«r«-1, 
ta ir 8-1 < r <1, 


1, E 1 < £ < 2; 


(Weg FOE Enr#g 3 TE 
(1) r-2h, 
(ui) .c—-2k4]1 
EHE HH e 是 正 整 数 . 
27. 证 昌 许 拟订 兹 不 等 式 
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28. 如 果 fix EEL- rr] 上 分 段 连续 匡 以 2r 为 疝 期 的 函数 ,那么 国 数 


snis | 1725s 
fO +a) T inaa 


也 基 在 [ — z, l EAEE HLUL 27 25 AHA RD C. 

20. 证 明 一 分 段 Er C D IESS ARRA Uji ER ETE -- 切 rob -BRATEK 
Tt. 

30. ÉR F PR KE xo 处 满足 a 阶 的 地 普 希 英 条 件 ,如 果 存 在 正 的 常数 M 和 人 ,使 得 当 
|x- FA <ë 时 ,有 

|/(z)- f(zo)| < Mrz-an|"， 

其 中 a RAFI H ox. 

证 明 : 如 果 了 连续 且 在 ro Tb E Sayt ait RZ £ PB IBN ro RAF 
Jf Cro). 

31. 如 果 f(zME[ ^x,x] EJEIIBI JER 450) ES LT KB s J 8 B) A 
我 们 称 ftr) 在 [一 x,r] 土 满足 狄 利克 莱 亲 性 .证 明 ; 如果 f(x) IE DOR AE A p. DE2 / 


TI I 时 级 数 收 谷村 > [J(z D f )]. 


CE RE BORSE E ZR PF A W Ska BEP RU AE TIE S8. ) 
DNESUEEULILUMVIUEIT 


(a) f(x, y271, (< +<, (< yen 
(b) fixiy) 7 zy, (x rm, Ü< yn 
(c) f(x.y)m z y, | Ox m, Üc y« m; 
(d /(z,y)=z° ty, A K< ymi 
(e) f(co y) xsiny, nErinn, -niyin 
(D feys t, -nír n< y&m. 


33. 导出 函数 Fx Ly EEE ax Xa, h< y< b AH- R RB RHET 
x. 


PrE ”分离 变量 法 
6.1 分 离 变量 


在 本 章 中 ,我 们 将 介绍 初 边 值 问题 的 最 常用 和 最 基本 的 - -种 解法 , 即 分 离 
变量 法 .可 用 分 离 变量 法 来 解 的 这 类 问题 中 包 售 范围 很 广 的 数学 物理 问题 . 
我 们 现在 对 两 个 上 月 变量 的 二 阶 仿 微分 方程 来 说 明 分 离 变 碟 的 方法 ,并 考 
察 能 用 这 种 方法 来 解 的 条 性 . 
考虑 二 阶 齐 次 方程 
Ce 
(6.1.1) 
其 中 a*,b*,c”,d*,e* 和 了 都 是 x* Sy" mmu. 
在 第 三 章 中 我 们 已 经 指出 ,通过 变量 变换 
MON i, 9C Ly) "m (6.1.2) 
»xzt.yt2o Xt!) 
总 可 以 把 方程 (6.1.1) 化 为 下 列 标准 形式 ; 
a(z,y)u, t ce(z,y)u, T d(z,y)u, 
+e(z,y)u, + f(z=.y)w = 0, (6.1.3) 
mH 
(34 a=- c I] EE BELL RR 
(i1) 35 a=0 R c==0 时 , 它 基 抛物 型 的 ; 
(iii) 34 amc 时 , 它 是 棋 贺 型 的 ， 
假设 方程 的 解 的 形式 为 
u(x,y) = X(2z)Y(y), (6.1.4) 
Rh X Y aB Ba TEE r 和 单个 变量 y AOKI. ESL (0.1.4) 
代 人 方程 (16.1.3), 则 得 
aX Y + XY” + dX'Y + eXY' + fXY — 0, (6.1.5) 
其 中 外 和 YY 右上 角 的 撤 号 "表示 对 各 自 的 变量 求 导数 .假设 存在 -个 函数 
p(x,y) ,使 得 方程 (6.1.5) 除 以 p(x y) EEA 
a (x)X Y + bi(y)XY + as(x)X'Y 
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t Y y) XY + [asCx) + by(y)]XY = 0. (6.1.6) 
BEBE RC 6.1.6) ERI. XY ,得 到 


(ne ra ta j= [b a hoy th). (6.1.7) 
等 式 (6.1.7) 的 左边 只 是 x 的 函数 ,而 右边 只 是 y 的 函数 ,因此 把 式 


(6.1.7) 对 x 微分 ,得 到 


in tex t as)= 0. (6.1.8) 
Jü K C6. 1. 8) R23 WS 1 
a X eas X as m À, (6.1.9) 
其 中 4 是 常数 , 称 为 分 离 常 数 ,由 式 (6.1.7) 和 {6.1.9), 我 们 有 
eX eb ea =-= À. (6.1.10) 
我 们 也 可 以 把 方程 (6.1.9) 和 (6.1.10) 改 写 为 下 列 形式 
aX +t aX + (as - A)X = 0 (6.1.11) 
和 
b, Y" - b,Y' + (bx + A)Y = 0. (6.1.12) 


因此 ,如 果 X(z) 和 了 了 (y) 分 别 是 常 微分 方程 (6.1.11) 和 (6.1.12) 的 解 的 话 ， 
那么 u(x,y) 是 方程 (6.,1.3) 的 解 . 
如 果 方 程 (6.1.1) 的 系数 都 是 常数 ,那么 就 不 再 需要 把 方程 (6.1.1) 化 为 
标准 形式 .为 了 说 明 这 一 点 ,让 我 们 考察 二 阶 方程 
Au, + Bu. + Cu, + Du, + Eu, t Fu = 0, (6.1.13) 
其 中 A,B,C,D,E 和 FF 都 是 常数 且 AA,B,C 不 全 为 零 . 
像 上 面 一 样 ,假设 解 的 形式 为 
u(r,y) = X(z)Y(y). 
把 这 个 式 子 代入 方程 (6.1.13), 得 到 
AX'Y + BX'Y' + CXY + DX Y + EXY' + FXY = 0, (6.1.14) 
再 把 上 述 方 程 除 以 AXY ,可 得 


XV | B(XYY.,D(XY _ 
| *20x] Ftal) 79 (6.1. 16) 


因而 有 
E) +8 Y (6.1.17) 
B (X° b Y' v 
A (x | 
这 个 方程 的 变革 已 被 分 离 了 .这 时 两 过 都 必须 等 填 一 个 常数 4, 因此 我 们 得 到 
Y +AY = 0, (6.1.18) 
XY (D BIX yY _ 
(x) p-a A(X) - 0. (6.1.19) 
5k (6.1.9) 34 x 求 积分 ,得 到 
X [D ,M[(XY. 
x «(5 ajila) (6.1.20) 
其 中 8 是 待定 常数 .把 式 (6.1.18) 代 人 式 (6.1.15), 可 得 
X" + (2 一 1 X 十 (x - E + EEX =0. (6.1.21) 
比较 式 46.1.20) 和 (6.1.21) ,显然 有 


B=- [A c^ 十 CA: 

因此 ,如 果 久 (xz) 和 Y(y) 分 别 满足 常 微 分 方程 (6.1.21) 和 {5. 1. 18) 的 话 , 那 
Z u(x,y) 是 方程 (6.1.13) 的 解 ， 

圭 面 我 们 已 对 给 定 的 偏 微分 方程 的 变量 可 分 离 的 条 忻 作 了 说 明 . 现在 我 
们 还 将 仔细 考虑 有 关 的 边界 条 件 .在 数学 物理 问题 中 ,有 好 几 种 边界 条 件 . 杠 
最 经 常 出 现 的 三 种 边界 条 忻 是 : 

(DKAT: [u],-, 7a; 

Gi) WERE Aet: [us drs = Bi 

(GERRI: | thu]... = Y. 
这 三 种 基本 边界 条 件 也 分 别称 为 第 一 、 第 二 和 第 三 边界 条 件 . 除 这 三 种 条 件 
外 ,还 有 其 他 的 一 些 边 界 条 件 , 例 如 劳 平 条 忻 ;在 一 部 分 边界 上 给 定 一 种 边界 
条 件 ,而 在 余下 的 边界 上 给 定 另 一 种 边界 条 件 . 今 后 我 们 在 讨论 问题 时 ,就 将 
研究 各 种 各 样 的 边界 条 件 ， 

在 对 上 面 所 提 到 的 边界 条 件 作 变量 分 离 时 ,最 好 选择 适合 于 边界 的 坐标 
系 . 鲍 如 ,对 边界 为 坐标 线 >= 常 数 和 y= 常数 的 矩形 域 ,我 们 采用 直角 坐标 
系 (z,y); 对 边界 为 极 坐 标 线 > = 常数 和 8= 常数 的 圆 形 区 域 ,我 们 采用 极 坐 
标 系 (r,8). 

要 使 边界 条 件 中 的 变量 可 分 离 , 还 贫 有 另外 的 条 件 . 出 如 说 在 = <o E 


; E ae 
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的 边界 条 任 中 必须 只 含有 u 对 xz 的 导数 , 目 边界 条 件 中 的 所 有 系数 也 只 依赖 
于 之 .例如 ,边界 条 件 


[u + bj = Ü 


就 不 能 被 分 离 , 更 用 不 着 说 ,在 坐标 轴 上 不 应 给 定 u, + us 这 样 的 混杂 条 件 ， 
6.2 En] RA 


作为 第 一 个 例子 ,我 们 来 考察 两 端 固 定 于 x 轴 上 0, 2 PAARA R A 
振动 问题 . 这 个 问题 可 归结 为 求解 下 列 定 解 问题 : 


Hg Qua =Ü, O< z< I, >O, (6.2.1) 
u(r,0)- f(z), O= z =i, (5.2.2) 
miz MD = glz), 0=z =, (6.2.3) 
u(0,c) = Ü, (6.2.4) 
uli, t) = Ü, (6.2.5) 


其 中 和 g 分 别 是 弦 的 初始 位 称 和 初始 速度 . 
用 分 离 变 量 法 ,我 们 假设 解 的 形式 为 


下 一) (6.2.6) 
如 果 把 式 (6.2.6) 代 入 方程 (6.2.1) 中 , 则 得 
XT = XT, 
因此 , 当 XT 关 0 时 ,有 
x - 4 T. (6.2.7) 
因为 等 式 (6.2.7) 的 左边 不 依赖 于 * 而 其 右边 不 依赖 于 > ,所 以 必须 有 
X .17., 
X rT , 
其 中 4 是 常数 .于 是 有 
X + AX =0, (6.2.8) 
了 + AT =0. (6.2.9) 


现在 我 们 来 分 离 边界 条 件 , 由 式 (6.2.4) 和 (6.2.6), 得 到 
u(D,2) = XTi) = 0. 
由 子 对 所 有 的 £, T(z) 半 0, 因 此 
X(0) = 0. (6.2.10) 
同样 ,由 边界 条 件 (6.2.5) 可 得 
X(1) = 0. (6.2.11) 


6.2 骇 振 动 问题 - HH c 


为 了 确定 Xr), RITE oft 4 iie F] 38 CE RP e OE (EC IR] SURE e SRL; gs rh 
加 以 讨论 ): 


X + ÀX = 0, 
le = f, (6.2.12) 
X(1) = 0. 


我 们 要 寻找 能 使 上 面 问题 的 解 为 非 平凡 解 叫 的 那些 À BR. A <0,1 = 0, 
120 三 种 可 能 情形 加 以 讨论 . 

情形 1 A<0, 

在 这 种 情形 下 ,方程 

X + AX = Ü 
的 通 解 的 形式 为 
X(z) = Ae” E + pe V 9, 
其 中 A fü B 都 是 任意 常数 .为 了 满足 边界 条 忻 , 必 有 
A+B=0, 
ur + Be ^ = 0. 

由 于 方程 组 (6.2.13) 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 因 此 A 和 B 必须 同时 为 零 . 所 
以 通 解 X (x) SET E. [888 (6.2.12) HERE JURE. 


(6.2.13) 


情形 2 1-0. 
这 时 方程 的 通 解 是 
X(x) = À + Br. 
由 边界 条 件 得 到 
A = 0, 
A + H! = 0. 
EI A= B=0. 于 是 问题 (6.2.12) 的 解 恒 等 于 零 ， 
情形 3 AD. 


在 这 种 情形 下 ,方程 的 通 解 的 形式 为 
X(x) = Acosy Ar + Bsinv Ar. 
由 条 件 X(0) =0, 得 A=0. 由 条 件 X(1) =0, 得 
Bsinv àl = 0. 
当 B=0 时 ,问题 (6.2.12) 只 有 和 零 解 .于 是 对 问题 的 非 零 解 ,必须 
sin Al = Ü. 


他” 齐 次 方程 的 不 恒 等 于 零 的 解 称 为 非 平凡 解 或 称 为 非 零 解 ， 
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由 此 可 得 
Jal nz. a = 1,2,3,., 
或 


2 
À, = (7) 2n — 1,25. (6.2.14) 


对 于 这 组 无 穷 多 个 离散 的 4 值 ,问题 (6.2.12) 有 非 零 解 . 这些 A, 的 值 称 为 问 
题 的 本 征 值 , 同 时 称 函 数 


sin( t þe 2 — 1,23, 


为 对 应 于 A, RAAE AR. 
注意 ,这 里 没有 必要 考虑 n 取 负 值 时 的 情况 ,因为 


sin(— n} " 三 一 sin t, 
也 就 没有 得 到 新 的 解 . 
因此 问题 (5.2,12) 的 解 是 0 
X,(x) = B,sin E (6.2.15) 
对 村 入 =A ;方程 (6.2.9) 的 通 解 可 以 写 为 
T (t) = C,cos Tt + Dusin 71, (6.2.16) 
其 中 C, 0 D, 都 是 任意 常数 ， 
因此 函数 


unr, E} = XQ £) Ta) 


. ATE 
= (acos 77 7 AUC, + b sin? j REG, Jain AEE I 


满足 方程 (6.2.1) 和 边界 条 件 (6.2.4) 及 (6.2.5) ,其 中 au= B,C, Mb, = B,D, 
都 是 任意 常数 . 
因为 方程 (6.2.1) 是 线性 齐 次 的 ,利用 和 全 加 原理 ,如 果 无 穷 级 数 


u(r,t)-— > [ese mE t b,sin ses js TU (6.2.17) 


Ker B XF z Mz 一 次 可 微 ， ,那么 它 也 是 方程 (6. 2.1) 的 一 个 解 . 因为 这 个 级 数 
中 的 每 一 项 都 满 趾 边界 条 件 (6,2.4) 和 (6.2.5), 所 以 级 数 也 满足 边界 条 件 .还 


号 ” 福 意 ,在 问题 (5.2,12) 中 有 两 个 人 条件 ,而 通 解 中 有 三 个 未 知 数 A.B 和 .因此 BB 
是 任意 的 . 
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剩 下 两 个 初始 条 件 震 雪 满足 ,出 这 两 个 条 件 LLL] BE EE a, Mba. 
首先 我 们 把 级 数 (6.2.17)? 对 上 微分 ,有 
u, — 之 E a,sin F ETC .b „oos ^7 sin D (6.2.18) 
然后 利用 初始 条 件 (6.2.2) 和 (6.2.3) ,可 得 
u(x,0) = f(z) = 2; a,sin m, 


u Un) =glr) = >, [^7 sin arx, 


如 果 f(x p Ga 部 可 展开 为 伟 里 叶 正弦 级 数 的 话 ， 那么 上 面 两 个 索 式 才能 
成 立 .这 时 系数 se。 和 上 为 


(6.2.19) 


b, = < 2 coat Tda. 


HTC 

因此 , sZ p) Bi BJ h 23 (6. 2.17) 
给 出 , 其 中 系数 a, oe, 由 公式 CU 
(6.2.19) 所 确定 ， 

[P] 6.2.1] HERAA, 

作为 刚才 讨论 过 的 问题 的 特殊 情 
JÉ , A E — B br E B PR bua D xt P E E 
定 在 x = a BBN OSIS Eh, 
然后 松 开 , 则 这 根 纺 产生 自由 振动 .这 图 6.1 
时 初始 条 件 可 写成 (如 图 6.1 所 示 ) 


O a i X 


hr/a, MOÓxrza, 
ule) = fG- he ooa Sacra 
u(r,0) = g(x) = 0. 
因为 g(x)=0, 记 以 系数 o, 都 等 于 零 . 根据 式 (6.2.19) ,可 以 得 出 


- | Fz)sin ERG. 
2f" hr. nng s 
ap EU dz 十 ?| C1 - sin ^ T Idr. 


道 过 积分 和 化 简 , 可 得 
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2h l1. mma 
mn 


T Pali- a)n” í C 


因此 受 拨 动 的 弦 的 位 移 是 


2h07 l. NTU a PTE opg ZTE 
uos = BY in yy sin yes pod. 


[66.2.2] 3% B mi d UH 
这 时 我 们 要 考察 无 初始 位 移 的 嘴 . 设 弦 在 =a Back , mIa ha 2 BE 
为 


2950 =. zia, 
a 

vp(! — v) 
(¿—a) ' 

因为 u(x,0) 20, FARAH a, 70. n Fix (6.2. 19) , nok 48 


u,(r,0) = 


a Xxx. 


a i - 
b, = 2 | “rsin t da + 2 = U= xum m dx 
nedo a nre (1- a) H 
Zool? 1 lug Ana 
ca (1 — a) nŠ DOC 


ER EE, SERIE h i s ËJ ur 85 n] SR 
Zvol? 5 i . nna. nnz. nnc 
45m SII SI 


ma(ll-a) n i HN 


u(r,t) t. 


6.3 TAIRE ERE BJ F tE ERE — FE 


在 上 一 节 中 ,我 们 已 经 知道 初 边 值 问题 
ug = Cm Ü< xz <i, t »0, 
u(x,0) = f(x), Srl, 


mir, 0 = glz), 0 = x = 1, (6.3.1) 
u(0,2220, «ull, t) = 0, 
存在 一 个 形式 解 
ulx,t) = Mo. cos FS + b,sin 275 |sin "E (6.3.2) 


1 
其 中 a, Mh, REXEIXIRI[O,Z] 上 的 下 面 两 个 级 数 展 开 式 的 系数 : 
f(x) = Dasin arz， (6.3.3) 
a-l 


6.3 4A sch] USED Tr dE TE RUE — TE | ds e 


glr )-X5, t sin^r (6.3.4) 
我 们 现在 将 证 明 : 在 ~ - 定 条 件 下 ， 级 数 (6. 3， DAR. 3.1) fJ 
fi. 
首先 ,我们 看 到 
uj (r,t) = Yat tsin UE (6.3.5) 
是 定 解 问题 
ug = C uu, O< r«i,t»0, 
ulx,0)- f(r), Srat, 
u (x0) = 0, (6.3.6) 
u(0,1) =Ü, ali, = O 
的 形式 解 , 闵 
nalz, t) = D sin Ersin nt (6.3.7) 
是 定 解 问题 
uy = Cus, OO<r<i,t>0, 
«0-7 o i (6.3.8) 


u(r,0) = giz), 
u(0,1) 0, u(/,1)-0 
的 形式 解 , 由 十 定 解 问题 (6.3. 1 是 线性 的 ,因此 形式 解 (6.3.2) 可 以 看 成 是 两 
个 形式 解 (6.3.53) 与 (6.3.7} 之 和 . 
我 们 先 假设 F(x) 与 (x) 在 [0,1] 上 连续 ,并 且 f(0) = f(1) =0. 于 是 根 
J 5.12 节 的 定理 12. 1, 806. (x) 的 级 数 (6.3.3) 在 区 间 [0, 711 上 是 绝对 且 一 
sk Sx 
利用 三 角 恒等式 


NNE ANC l. nn Tiy 


sin j 057; £ = sin (z — ct) + lsin ^7 m ta). 


(6.3.9) 


uix ORI ES, 


定义 


' 116 ` BONG ”分 离 变量 法 


F(x) = 2 ansin 77, (6.3.10) 
a-l 


且 假设 F(x) 是 f(x) 的 奇 周期 延 拓 , 即 对 所 有 的 xz, 有 
Fix) —f(x), Ox zr =i, 
F(-x)-—- Fx), 
F(x 21) = F(x). 
现在 我 们 可 以 把 u Cx KER FIA: 


uilæ,t) = 2 [F(z — a) + Fle + a]. (6.3.11) 
« (0,2) =+[F(— ct) + FC] 


[— F(ct) + F(ct)] = 0, 


uili, t) =G [FG — t) + FU + ct)] 


[F(- L— ct) * FG + ct)] 


[- F(L ct) + F(I+ et) = 0, 
因此 vi(z ,六 满足 边界 条 件 , 因 为 
ui(z,0) - EG) + F(z)] 


(o —F(x)- f(x), Ozcrzl, 
所 以 第 一 个 初始 条 件 满足 ,于 是 定 解 间 题 (6.3.6) 中 的 三 个 条 件 已 被 满足 . 又 
因为 广 在 [0,!] 上 是 连续 的 ,所 以 FARAR 存在 且 连 续 . 如 果 把 xl 对 +; 
微分 ,可 得 


| 


一 SN to[- 


= = H- cF (z — c) + cF (z + ct)] 
和 

duy 1 p , 

3; 0:0 = 5l- cF (z) + cF'(x)] = 0. 
因此 ,第 由 个 条 件 也 被 满足 . 


ATEH w(x ,+) 满 足 定 解 问题 (6.3.6) 中 的 微分 方程 ,我 们 要 对 了 再 
加 一 些 限 制 . 设 产 在 [0,7j 上 连续 ,并 有 日 £F (0) £ (0) 70,84 F RE RE r E 
并 连续 .因此 


6.3 驴 振 动 问题 解 的 存在 性 和 惟一 性 C [7 > 


ld! -lepe fz- e) + F'(zc)], 


S= [F Ce- a) t E7(z + et)]. 
从 而 证 得 
9^ v, , 9^ uj 
ə E ax 
然后 ,为 了 证 明 user) EEG. 3. 80 AIRE TEATRO. g W 一 些 
假设 , g(xr)m g Cx) E[0,7) EXEZRE,3EH g(00 7 g(1)-90. TE g C 
级 数 (6. 3. 42 4EIX 8, [0,2] E ES EH. - Sr SERT. 引入 新 系数 co = 


[FS y, ,我们 有 


uic.) iM tsin rsin HE (6.3.12) 
我 们 将 看 到 上 式 对 上 逐 项 微分 是 允许 的 ,因此 
= = 2 " (6.3.13) 
HRCASAAG.9) 可 得 
s Mesa) 
+ esin Fr+ ct). (6.3.14) 


由 于 对 g 所 作 的 假设 ,因此 上 式 中 的 贿 个 级 数 都 是 绝对 且 一 致 收 合 的 , 于 是 
级 数 (5.3.12) 和 {6,3.13) 在 区 间 [0,7] 上 部 是 绝对 朋 一 致 收 侣 的 .所 以 证 明了 
逐 项 微分 是 可 以 做 的 . 

设 函 数 
Gíx)-— 2 casin P" 


ERK m (rBEISLBR uE 38, 那么 式 (6 .3.14) 可 以 写成 下 列 形式 ， 
Ju 
at 


把 上 式 积分 ,可 以 得 到 
uslr,t) =3) Gz 一 et )dt, + HC t ct )dt, 


- $l6G — ct) + G(x + a)l. 


-+T G(r)ar. (6.3.15) 
T ct 
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于 是 立即 推 得 
us(r,0) = Ü 
利 
2 
PU 0 = Glz) = glr), 0= >= 1. 
此 外 ,有 
us(0,1) = ilsc ez) di + 3] GGrodn 
一 一 3] G God 十 #| Ganan 
=0 
和 
u0,0 =| GG - ean + ijs + ct) de 


1 
|, 
1 1 j: - 

ni G(— l- ada +3 G0 + cti )dt, 


1f: 
一 让 cd: 十 ctdi + bhea + ct dr 


=Ü. 
最 后 , ox,z) 必 须 满足 定 解 向 题 (6.3.8) 中 的 微分 方程 , 因为 g 在 10,5 E 
连续 ,所 以 G EFE, H. 
= ep G'Gr — c) 8 G'(x + a)]. 
H3 (6.3.12) JE usn CEDE z 微分 ,得 到 


2u . 
2 HELLY nur 
22 LY esin Hes 


-A De- sint (x — ct) + sin Ta t et) | 


t- G(r - ct) + Glz + ct) ]. 
EPI + 微分 ,可 得 


Fuz 


ag ^ - il- G'(x - ct) + G (z + a)l. 


显然 下 式 成 立 ， 
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于 是 初 边 值 问题 (6.3.1) 的 解 的 存在 性 得 到 证 明 . 
定理 6.3.1 {惟一 性 定理 ) 波动 方程 
uy = Cun, Lr, >Ù 
宇多 有 一 个 解 能 满足 初始 条 件 
man = f(x), D= x =i, 
u(r,0) = g(x), O< x< I, 
和 边界 条 件 
u(0,:2) = 0, 
ull, t) = 0, 
其 中 ulr, t) ORE z 和 z 二 次 连续 可 微 的 函数 . 
证 明 假定 问题 有 两 个 解 wi 和 ug, $ v= uj- us. 
易 知 w(x,t) 是 下 列 定 解 问题 的 解 : 
vy = Cva, Lli, t>), 
v(0,2) 20, w(t,t)} = 0, 
u(z,0) = 0, Kzl, 
w(r,0)20, 0= x =I. 
我 们 现在 来 证 明 函 数 o (x, DESTE. Aulo EE 83 
I(1) = HAE + vi)dr, (6.3.16) 
FEB Exon est BOSE ERE ZU zd] S BERE. 
因为 函数 olr, tE KETMA, CPI R or EO nd 


l 
m = | Goa, + wwe dr. (6.3.17) 


作 分 部 积分 ,得 到 
i i 
| esandz = [cvu, ]À - | cuuedz 


但 由 条 件 a(0,1) =0, 我 们 有 (0,0) 50. 同样 ,由 条 件 oll, t)=0, 74 
o0, =0. 因 此 ,上 面 方 括号 中 的 式 子 等 于 零 , 且 式 (6.3.17) 变 为 


m = f elos — cv, dz. (6.3.18) 
因为 v- cv, 50, BEDA (6.3. 18) f [39 
dI _ 
d 0, 


这 就 表示 (0-7 C (CERY). 


. 120 - 第 六 章 JAFRE 


因为 v(x,0) 2 0, BELT] v, (7,0) 20. 注意 到 条 件 v (7.0) 20, | P H 
C fj 
1 s 2 
I(0) = C = HAC: ovi], odg = 0. 


这 就 是 说 ,T(r) =0. BRL q 20 BF, 8 v, 50 和 v0. 为 了 满足 这 两 个 
要 求 , 必 有 vlr, D AR. HARE olr, 70, 18 vlr, t)=0. PF A 
ulr, t)=usl z, t), BAE uir, t) EAE — F. AEE. 


6.4 热传导 问题 


考察 一 长 度 为 7 的 均匀 村, 它 是 足够 细 的 , 因此 在 任何 时 刻 1, 同 一 截面 
上 的 温度 分 布 是 相同 的 . 设 杆 的 表面 是 绝热 的 ,因而 在 边界 上 没有 热量 散失 ， 
如 果 杆 的 两 端 温度 保持 零度 ,其 初始 湿度 分 布 为 Az), 那 么 这 根 细 杆 的 温度 
分 布 函数 就 是 下 列 初 边 值 问题 的 解 : 


u, = ku,, Ü < z< T, t> 0, (6.4.1) 
u(0,2) = 0, (6.4.2) 
u(l,t) — 0, | (6.4.3) 
u(x,0)-— f(x), 0= x= !. (6.4.4) 
我 们 用 分 离 变 量 法 来 解 这 个 问题 ， 
如 果 假 设 解 的 形式 为 


u(z,t) = XCGx) TO. 
那么 由 方程 (6.4.1) 可 得 


XT = kX T. 
像 前 面 一 样 ,我 们 有 
X T 2 
X àT 
其 中 a 是 正 的 常数 ,因此 ,我 们 可 把 上 式 写成 
X’ +aX=0 
和 
T +a kT = Ù. 
由 边界 条 件 
ul, = X(T) = 0 
和 和 


ull, t) = XU)TOO = 0, 
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因为 T A0, PARESH A z ,可 得 
X(0) = 0 
和 和 
X) = 0. 
Ls c ,我 们 必须 解 本 征 值 问题 
X" + aX = 0, 
X(0 =0, XU) = Ü 
这 个 问题 的 微分 方程 的 遂 解 是 
X(x) = Acosar + Bsinax. 
因为 X(0) 20, BTUL A=0. 为 了 满足 第 二 个 端点 条 人 忻 , 有 
X(1) = Bsinal = 0. 
(RB - 0,18 BUE RUE LB i E 84 
singi = Ü, 


即 
z 一 T, n -1,2,8,. 


H a 取 这 些 数值 时 ,我们 得 到 的 解 为 


X,(r)- B,sin 7. 
再 来 考察 方程 
T +a kT -0, 
它 的 解 是 


TU) = Ce 
或 
T.) = c UP Y. 
因此 ,满足 两 个 边界 条 件 的 热传导 方程 的 非 零 解 是 
us(x,t) = XT) T(t) = ae UT sin "E 
其 中 a, = B,C, 是 任意 常数 . 
为 了 能 求 出 定 解 问题 (6.4.1)~{6.4.4) 的 解 ,我 们 形式 地 组 成 一 个 级 数 
u(x,t) = Sape UP ts PEE 
要 使 它 满足 初始 条 件 , 必 须 — 
utr0) = fir) = Ya PEE. 
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而 要 使 上 式 成 立 ,只 要 F(z) 能 展开 成 以 下 列 a, EAR CHI LEE PE LESE ER C: 


í 
a, = 2| f(x)sin gr. 
"P 7 


因此 


> l Hr 
u(x,t) = >; [2| Asin anta, le (7) "sin TEE (6.4.5) 


是 热传导 问题 的 形式 解 ， 
[ 例 6.4.1】 COBIEBIHEUEAMES f(x) xL - x) ,那么 由 式 (6.4.5) 
可 得 


.8P 
Gu 一 NX H = 1,3,5 
于 基 这 个 问题 的 解 是 
sz 上 E 


(b) EE TF B — ATE AF A Wa , Pil 
ull,t) = upt Z: Ü. 


这 时 定 解 问题 是 
二 
u(0,:2) = 0, u(4,t) = uc, (6.4.6) 
u(r,0)- f(x), Oc x < LI. 

HAMRA, i 


u(r,t) = v(r,t) (T. 


把 w(x, 代入 年 解 问题 (6.4.6), 可 得 
v, = ku, Ücrzi,t 50, 
vl, t) 2-0, v(,:)-0, 


vix 0) = f(z) - #5, 0 < x < I. 
因此 LER S [8] 8 (6.4.1) — (6.4. A) BTE 3 (6.4. 5) ,我 们 得 到 
«co Eno -本 


f . AKT | 
2-1 D 


sin NEL 


tpe 


-[237Yh . nnr , uec 
^o SiT 
I 
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6.5 热传导 问题 解 的 存在 性 和 惟一 性 


在 上 一 节 中 ,我 们 知道 
(x,t) = > € (ya in (6.5.1) 


是 热传导 问题 


u(0,:2) 20, ull, = 0, (6.5.2) 
utzr,0) = Kr), Orgi 
的 形式 解 ,其 中 系数 a, 由 下 列 级 数 展开 式 所 确定 ， 


fiz) = 5 asin UE 
n=] 


我 们 将 证 明 : 如 果 f(z) 在 [0,!] 上 连续 , f(0)= F(D) 20. B. f (z)# 
(0, 站 内 分 段 连续 ,那么 形式 解 (6.5.1) 就 是 定 解 问题 (6,5.2) 的 解 . 
因为 Hz) 是 有 界 的 ,我 们 有 | 
ATT dr 


| a, EEG: ] 


m <ra, >D, 


(6.5.3) 


«J| 1fG) az < C, 
其 中 C 是 正 的 常数 .于 是 对 任意 给 定 的 to>0, 有 


ane UE ein Baz x Ce UP Ea, 4 t >= to 时. 


根据 比值 判别 法 , 通 项 为 Cexp | - (27) Ko ] 的 常数 项 级 数 是 收 全 的 .因此 ， 
由 维尔 斯 特 拉 斯 的 优 级 数 判 别 法 ,级 数 (6.5.1) 当 122 RLOSC cL 时 是 一 致 


uz S Es. 
把 式 (6.5.1) 对 1 逐 项 微分 ,得 到 


=- Xa [Esa UP Yin nd (6.5.4) 
M (E 时 ,注意 到 


epa FAR DESEE 


- HT 2 HT 2 y Mz, 
Tj EU RETO C| 学 exp [ - (^7) teo | 的 常数 项 级 数 收 全 
Pliti (6. 5. DERRI, >t KEBK. FP, 可 把 级 数 
(6.5.1) 对 z 逐 项 微分 两 次 ,得 到 


二 一 > [zy eC tun TRE. (6.5.5) 
gs dx 6.5.4) f(6.5. 5) 可 得 


ü, = Rug. 
因此 级 数 (6.5.1) 在 区 域 SIS, 0 内 是 一 维 热传导 方程 的 一 个 解 ， 
然后 , 我 们 证 明 ul, OWELA RH. 这 里 我 们 注意 到 表示 函数 
u(xz,t) 的 级 数 (6.5.1) 在 区 域 Sr, >0 上 是 一 致 收 雍 的 .因为 通 项 为 
连续 中 数 的 一 致 收敛 级 数 所 表示 的 了 丙 数 是 连续 的 ,所 以 w{z,t) 在 z=0 与 xz 
= 处 连续 .于 是 对 所 有 的 上 >0, 当 之 :0 和 <=L 上 时 ,由 式 (6.5.1) 可 得 
u(0,1) =0, 
u(l,t) =0. 
剩 下 的 问题 是 要 证 明 ¿(x ti 满足 初始 条 件 
u(xr,0) = f(x), OSIK.. 


在 前 面 的 假设 下 ， 


nic 


! 
是 绝对 且 一 致 收 敏 的 .根据 阿 贝尔 判别 法 ,由 于 级 数 46.5.1? 的 通 项 是 一 致 收 
化 级 数 


f(z) = M a, Sin 
=l 


Ta 
， 2x 
asin — 


的 通 项 和 一 致 有 界 的 单调 序列 exp| - - PERIDLIDNDULE 
是 一 致 收敛 的 . 因此 ， 


ulz, f) = Sae UP Hoin t8 
r=1 


EKR Or 1,2220 上 一 致 收 剖 ,与 前 面 理 由 相同 ,u(x,t) 在 区 域 0 和 + 志 
i,t 之 0 上 连续 ,于 是 ,初始 条 件 
u(x,0) = f(x), 0= z =! 
被 满足 ,因此 解 的 存在 性 得 到 证 明 ， 
在 上 面 讨 论 中 ,对 zz 所 吉 的 条 件 比 必须 要 加 的 条 件 强 .对 f(z) 适当 
放宽 条 件 也 能 得 到 定 解 问题 的 解 
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定理 6.5.1 (惟一 性 定理 ) 设 ure) TRR, WE n Ce rH JEDE 
分 方程 
t = buy, Ü < x< I, ¿ > ü), 


BF H Bi É SUR 2 PE 
u(x,0)— f(x), Srail, 
及 边界 条 件 
u(0,t) =Ü, t: x0, 
ulft} = 0, :>0, 
那么 它 是 惟一 -的 . 


WEBB OE BPB FPR art 和 af7rt 满 足 上 述 定 解 问题 . 今 
v(r.t) 一) 
那么 函数 v(xz,i) 满 中 的 定 解 问题 为 
U, = hu, Dari, L0, 
ponz v(l,:)—0, t20, (6.5.6) 
v(r,0)-0, Ozrxl. 
此 外 ,w(xz,t) 上 共有 与 w(x ERI usn Lr AEEA ETEA H KEE, 
考察 图 数 
1[5, 
JG) = x odr. 
把 它 对 微分 ,并 由 定 解 间 题 (6,5.6) 中 的 方程 ,可 得 


， o 
J (z) = L| onde - | vonda. 


作 分 部 积分 ,得 到 
i i 
. Jo de = |, Jš -| de. 
因为 
v(0,z) 一 v(l,1) 一 0, 
所 以 


i 
ra) =- [az <0. 


TEJG)E t BJJEH EC HARTE vlr. 0)=0, RA J0)=0. m 
J(:) < 0. 

但 是 根据 JBE, ag 
JG Z 0. 


. 126 ， BE gi 


因此 
JG)=0, t0. 
因为 xfz, 旨 是 连续 的 ,由 1 O90 可 得 
ulz, =0, Oz;rz!, r:z50. 


因此 “it 王 wz, 即 解 是 性 一 的 . 
6.6 拉 普 拉 斯 方程 和 梁 的 方程 


[56.6.1] fri BEBLT BE 5 E EJE W 48 BJ SS EC S FLUE r Ai. B 
板 的 两 边 是 绝热 的 ,一 边 温 度 保 持 零 度 ,而 其 余 一 边 的 温度 由 F(x) 表示 .于 
是 我 们 需要 求解 下 列 定 解 问题 : 
Vu = 0, 0<=r<a, <y<b, 
en = f(x), u(r,b)-0, 
u (0,y) = 0, u,a, y) = 0, 
W ulr, y) =X) Yy) JEE CAP nf 
X — ÀX = 0, 
Y" * AY = 0. 
因为 在 x=0 fl z=a 处 ,边界 条 件 都 是 齐 次 的 ,为 了 能 够 求 得 非 零 解 ,应 有 
1= 一 a ,其 中 a 之 0. 因 此 可 得 下 列 本 征 值 问题 : 
X” + a2X = 0, 
X(0)=0, X' (a) = 0. 
上 面 方程 的 解 为 
X(z) = Acosar + Bsinaz. 


TIL IERI B-0 


«mu 
— y. n -0,1,2,:7 


因此 
X,G) = Aes SE, n= 02e 


显然 ,Y 的 方程 的 解 是 
Y(y) = Cooshay + Dsinhay. 
可 把 Y(y) 写 成 下 列 形式 ; 
Y(y) = Esinhat y + F), 
RB E-GOZ- C2))2, F= [tanh '(C/D)]7o. 
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利用 齐 次 边界 条 忻 Y (5) - 0, 8881 
Y(b) = Esnha(ó 4 F) = Ü, 


对 于 非 零 解 可 得 
F=-b, EU. 
因此 ,我 们 有 
u(z,y) = LL U a aos #7 Tinh ^^ 2-0). 
现在 利用 剩 下 的 非 齐 次 边界 条 件 , 得 到 
u(x,0) = f(z) = P + 2 a,cos PEE Pul 


AA xx T 2 38 e LH ER SEHR, Fr EL $£ N 


as = 之 | f(r)dz, 
äp = " fíx joos "dz, n —]1,2,3,. 
asinh 2x5 
于 是 定 解 问题 的 形式 解 是 
E inh “F(b — y) 
_ {b> yyan ¿la 3 REX 
u(z,y) = | n IE + 2a; mr os 7T, 


其 中 
= 二 | f(z )cos * dz, a = 1,2,3, 
FARF, MRR a =b=x=# f(z)= x(0< z<x),3B2 B| 48 
üg — T, 


: al = -AC D'-1, 2212,83, 


因此 
sz) e 3) + 343 
a=] TA 


icta 
[0 6.6.2] Xem en. 作为 另 一 个 例子 ,我 们 考察 梁 的 机 振动 , 梁 的 
振动 方程 可 归结 为 
uy tu 0, OX x«l, t£»0, 
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HoP ule ENE, a 是 物理 常数 .注意 ,这 个 方程 对 了 是 下 阶 的 . 设 初 始 条 
件 和 边界 条 件 足 


u(x.,0) — gx), Osca x, 

u(0,2) = u(i,t) = 0, 

u, (0,2) = u (1,2) = 0. 

IE SUE TE SEE eA ENE FOEDE TUE E Ep E =E. 
假设 解 的 形式 为 


[es = f(x), Sri, 


(6.6.1) 


ux.) = X(z)T(¢), 
代 人 振动 方程 可 得 
T +a T = 0, a 0, 
X" - a*X = Ü. 
XCOBLIPBBIBS 
X(x) = Acoshar + Bsinhaz + Cosar + Dsinor. 
由 边界 条 件 可 以 得 到 
X(0) = XtZ) = O, 
X (0) 2 X'(1) = 0. 
HE X bx 微分 两 次 ,得 到 
X (z) = Aa!coshar + Bae^sinhar — Ca?cosax — Da sinar, 


利用 条 件 X(0)= X (0) 20, 9718 


A+Ü=0, 
a2(A — C5 = 0, 
因而 
A = C = 0. 


由 条 件 X(I)= X()-0,0fi 
Bunhol + Dsinal. = 0, 
Bsnhel — Dsinal = 0. 
如 果 
Bsinha/ = Q, Dsinal = Ü, 
E ili PS sx TRE RL r. 因为 sinhe 750 , FA B EAF. SEE HE REREE GA 
sing] = 0, D = 0, 
因而 


L [Tv www rr r 
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于 是 我 们 得 到 
X,Lr) = D,sin "E 
方程 
T" * a?a^ T = 0 
ATE f e 


了 人) = Ecosaa?: + Fsinaa?t. 
把 上 面 的 a? 的 值 代 人 ,得 到 
T,G) = Eposa [Ë] : + F,sina [EY +. 
于 是 梁 的 横 振 动 方程 的 解 是 
"ODE > [acosa [^7 J 1 | bsna [E] «sn UE. (6.6.2) 
为 了 满足 初始 荣 件 ulr, 0) = f(x) ,必须 
Tx 


u(x,0) = f(x) = X asin F 


#=l 


因此 
da, = 了 | rz)sm T dz. (6.6.3) 
再 利用 第 二 个 初始 条 件 , 得 
2 
u,(x,0) = giz) = Leal] sin nya 
1 


"ES 


eo 


因而 


.2[LYy[' HT 
b, = "im MO , dz. (6.6.4) 


TE R3] ZH h 23 306.6. 2) — (6.6.2) H. 
6.7 非 齐 次 问题 


至 目前 为 止 ,本 章 讨论 的 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 .实际 上 还 有 方程 与 
边界 条 件 二 者 中 人 至少 有 一 个 是 非 齐 次 的 情况 ,这 类 问题 称 为 非 齐 次 问题 . 我们 
将 首先 讨论 非 齐 次 方程 的 右 端 函 数 与 时 间 无 关 的 非 齐 次 问题 ,进而 青 介绍 一 
般 的 非 齐 次 问题 的 解法 . 

先 考 虑 如 下 初 边 值 问题 : 
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la = C ttp + F(x), 


u(xr,0) = f(x), mlr, 0) = glz), Ost, (6.7.1) 
u(0,2) = A, u(l,t) = B, t. 
我 们 假设 解 的 形式 为 


ulz, t) = v(r,t) + U(x). 
把 ua Gc 世代 人 问题 (65.7.1) 中 的 方程 ,得 到 
Uh = c'l v. * U'(x)] t Fiz). 
如 果 U(x) 满 足 方程 
c 'U' (x) + F(x) = 0, 
MAA 
v. = chu. 
同样 ,如 果 把 u(z,#) 找 入 初始 条 件 和 边界 条 件 , 得 到 
u(r,0) 2v(r,0) + U(x) = f(x), 
u(r,0) — w(x,0) = g(x), 
u(0,2) 7 v(0,2) + U(0) = A, 
u(I,t) 2 v(1,t) + U(I) = B. 
子 是 ,如 果 ULz) 是 下 列 问题 的 解 ， 
cU'(x) + F(x) = 0, 
U( =A, U(i) =B, 
那么 ole, t EIR E 
Ua = Cu, 
v(r,0) = f(x) - U(x), 
v(r,0) = glz), 
v(0,:) 20, (1,1) = 0. 
当 U(z) 为 已 知 时 ,容易 解 出 oC xr) REBRA HB 


Ula) =A «(B A) & + Ef [A| Fae Jy 


- filar Oas Jav 
作为 一 个 特例 , 考 寨 下 列 定 解 问题 : 
Hg — c^ug +h (h 是 常数 ) 
u(x,0) = O, 
u,(x,0) = 0, 
u(0,2) =Ü, ull, £) = Ü. 


(6.7.2) 


(6.7.3) 
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于 是 ,问题 
U (a) th = Ü, 
'U(0 =0, U(/) = Ü 
的 解 是 


Ulz) = 2s - ag). 


所 以 vx t) DMS E 


— nÈ 


Ug — C US 

J u(r,0) =- 2s - x’), 
vz,(r,0)- 一 Ù, 
$(0,2) = 0, vil, = 0. 


这 个 定 解 问题 的 解 是 16.2 节 中 g(x)- 0] 


uzt) = DE cos 7 DT sin "t 


确定 系数 ,得 到 


[4 
a, = 1i 一 I — x?)sin T dr 


nc? 
0, 当 n IL 
因此 ,已 给 的 初 边 值 问题 (6.7.3) 的 解 是 
u(r,t) =o(z,t) + U(x) 


STELE. mc 
PE a petn- 16 


-| Alh H n 为 奇数 ， 


* sin(2n 一 1) 学 Ext - x). (6.7.4) 
现在 考虑 - 般 的 非 齐 次 问题 , 设 有 如 下 定 解 问题 : 
ug = dua tfr, t), Ox z< I, >0, (6.7.5) 
u(r,0) = Hz), 0= +=, (6.7.6) 
u,(x,0) = dG), 0= >= i, (6.7.7) 
u(0,t) = m). t >= Ü, (6.7.8) 
ull,t) = ux(t), t = Ü. (6.7.9) 


为 求解 这 一 非 齐 次 问题 ,我 们 首先 把 非 齐 次 的 边界 条 件 处 理 成 齐 次 的 情况 ,为 
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此 体 如 下 的 未 知 函 数 的 代 换 : 
u(r,t) = Ulr,i) + g(x,.t), (6.7.10) 

这 里 UC, HERRERA PERLE m (x Lr ERER KA, EN 
于 Utz,t) 的 定 解 问题 中 的 边界 条 件 化 为 齐 次 的 ,即使 得 UC) = UG) 
=0. AIE, Hm gir, c) E 

glot) = p(t) gU t) = plt). (6.7.11) 
而 满足 式 46.7.11) 的 函数 有 很 多 ,例如 可 取 glr, DARF z REAR.: 

g(x,t)- p(t)= + g(t), 

则 由 式 (6.7.11) 得 出 


pl) = Halt) - plt) lgl) = plt). 
即 选 取 
glz) = ple) + bylt) = Ga, 
由 代 换 (6.7.10) 得 
uix) = UG) + (t) aO = (a) La. 


(6.7.12) 
而 Ux, (oed Forikiu 8 RIER DO: 
U, = a*U, + f(x,i), 0« xz < 1,t > 0, 


U(x,0) = $ (z), 0=< r=, 
(])XU,(z,0) = (x), 0 =< =<“, 
U(0,z) = 0, tO, 
U(!,t) = 0. t 2 0, 


其 中 
FG.) = flat) wi - nro pix, 


$ (x)-$(2- m0) 一 了 了 lt u(0) - gi O0 iz, 


ó (z) -24)- au (0 一 L4 - pilhar- 


在 定 解 问题 (| y KARATE RENSA T EUN OR J) F 
初始 状态 , Ee, T r HE DI RB i FR REC T ) 的 解 Um ,i) 为 
Uir, t) = Wí(r,t)tZ(z.t), (6.7.13) 
其 中 Wr im DU JG E BS SR AE E e a] g8 EO 


6.7 非 齐 次 问题 De 


W, = aW, + f (z,t), D< x< Lai »0, 


W(xz,0) — 0, Orai, 
CD W,Cz,0) = 0, Oxo xm, 
W(0,t) = 0, t, 
W(¿,z) = D, z: 2 Ü, 
而 Zir, RRL AWRA RAS ai, ye Sas E kE e [elem (TH): 
Z, = a Zas (0 < +< ,t>0, 


Z(x,0-2 (z), 0=< x<, 
(MD Zr, = Z(z), 0=< x =I, 


Z(0,:) = 0, t 20, 
Z(/,t) = 0, t. 
AE AR vd C DATER 6.2 节 介 绍 的 分 离 变 量 法 求 出 其 解 
Z(x,t)- > (ancs 855, + b,sin m sin ^x, 
n-i 
其 中 
a, = 2[ $ (£)sin "Feat, 
b 2 [ $ Ceosn ede -]1.2.- 
"= ganho Ssin 4,7 — 1, " 


下 面 说 明定 解 问题 { I[ ) 的 求解 方法 ， 由 分 离 变 量 法 所 求 的 解 的 表达 式 和 
线性 非 齐 次 常 微分 方程 中 常用 的 常数 变易 法 可 受到 启发 , 设 定 解 问题 ( W ) 的 


解 县 有 如 下 形式 : 
W(zr,t) = >) W,(z)sin "n (6.7.14) 


pp [27 ism BAr 分 别 是 定 解 问题 (于 ) 的 本 征 信和 本 征 西 数 , 久 ,( 是 


待定 函数 .为 了 确定 W (2), 把 自由 项 F(x, t) BERERE O, 人 ) 内 展开 


成 以 下 级 数 ， 
Flat) = Dli)sin ER (6.7.15) 
其 中 
2 ae 1 no — LEM 
ft) = 2| 7 (e, Osn "rea, n = 1,27. 
把 式 (6.7.14) 和 (6.7.15) 代 入 定 解 问题 ( W ?的 方程 中 ,得 到 
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emn 2 
D |w) * (^) W,(z) - f.G) [sin "fr = 0, 
dut W, CH) noy ig Jy Fe 


WA) (Sr wa) = fG) n = l, 


Brix (6.7. 14) A EERE IT ) 8618) 38 2 F 8143. W. (0) =0, W. (0) =0. 
这 样 就 得 到 了 求解 W, CBE St [n] li ; 


Wal) + [e Y w.G) = f), 
CN} w (9) = 0, 
W;(0)- 0, n = 1,25. 
这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 常 微分 方程 的 初始 值 问题 . 我 们 可 用 常数 变 
易 法 来 求解 定 解 问题 (K ). 易 知 定 解 问题 (K ) 中 的 方程 对 应 的 齐 次 方程 
Wt) + (25) Ww.) = 0 
的 通 解 为 


— an — . anm 
W,(t) = Cnco8 Q7 d ,sin mE 


kk n] ix E RE De EC IV ) 的 解 为 


W,(z) = c C1 )eos $ + d, (t )sin AIL = 12,. (6.7.16) 
A c5 d, G)X Peg pg. dex (6.7. 16) 4A RE Is] BE (IV 08975; RH, 
经 整理 后 ,得 


| e Cons 885 + di (r)sin anz, | 


+ 677]. esin H+ d, Gaos ST) GS n m bass 


所 以 只 要 取 c, (M d (i) 同时 满足 如 下 问题 : 


cs (1 )eos PT + d. (t)sin < = Ü, 
(V) 
_ c, sin yi + da(t)o0s 7t - LE fal), n= l2,-. 


就 可 以 使 式 (6.7.16) 满 足 定 解 问题 (人 PRN E. i yE Se [n] V ) OE RE th 


eL) 9 LL f, sin 97^, 


, _. í anm 
dr) = anf (eos 7 t. 


6.7 非 齐 次 问题 ，135 ` 


把 c, GRE d, COM 0 3L Bi 548 
c, 0) - c, (00 — x. f. Cc)sin Tedre, 


d lt) =d (Ü) + E fa (r)eos Sy rdr. 
其 中 c (C) d, (0) 是 待定 常数 ,x =1,2,…. 代 入 式 (6,7.16) 整 理 后 .得 


anrr dann 


W,Ct) = c, (0)cos utt d, (U)sin ER 


o. f COsin AT - r)drz,n = 1,2, 


É ERRE N ) 的 初始 条 件 得 
c, C) = W, (0) = 0, da (0) = W (0) = Ü.n 一 L2," 
因此 有 
WO Pee mete - dra dyes (6.7.17 
从 而 得 定 解 问题 ( IT ) 8] 
Wú(xr,t) = sis Fal (c)sin ^^t 一 r)dr |sin az， 


最 后 再 由 式 46.7.12) 和 (6.7. DARRERE TIT (6.7.9) 8] 8 A 


ulr.t) = n(t) + nob um G)lz 


+ Xa „oos rt + b, sin 277 sin s 


ME Lf f rsin unit 一 rjdr |sin 2 quU 


以 上 介绍 的 求解 定 解 问题 ( 开 的 方法 ,其 思路 是 把 这 个 解 和 自由 项 都 在 
《0, 妆 内 展开 为 定 解 问题 (下 ?的 本 征 函数 的 级 数 , 所 以 又 称 这 个 方法 为 本 征 函 
数 法 .一 般 而 言 , 定 解 问题 的 边界 条 件 的 类 型 不 同 ,其 本 征 函 数 族 也 不 同 .事实 
上 ,车 事 先知 道 定 解 问题 的 本 征 细 数 族 ,可 直接 对 定 解 问题 应 用 待定 函数 法 求 


解 .如 已 知 定 解 问题 (了) 的 本 征 画 数 族 为 |sin Er] ATA 
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Uir,t)- > U, (si BE, 
f (z ,t) = 3, Gin e 
$(x)- = > sin VEI 

z) = Yin is, 


其 中 fL), 8, y, 是 正弦 级 数 的 系数 
F) = 了 | Fé, oso "eae, 


_2f: NEL: 
= | $ (sin ; dê, 


- n 9 (£)sin Fed, n = 1,2, 
dest VD RA GERESTIBEC T ) ,得 到 U, ORRERA): 
UG) + (285) vto = £o), 
OD? u (9) = $,, 
U,(0 = 4, n-212," 


REMER 0C y E ERR LE, DIU, (2) = W(t) + Z(t), 其 中 
W, CR Z, (t) ph e ERR 8] CV 3 CIO : 


W (zt) + (sy. W(t) = 0, 


CDS w (9) = #,, 
WiO) = 4, n-12,- 
ZO) + (SE) z, 0 = 5.0» 
(D 7. (9) = 0, 
Z,0)-0, n-1.2,- 
其 中 , 定 解 问题 (如) 是 齐 次 二 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 的 初 值 问题 , 易 知 其 解 
3 


anz, d anu 
W.(t) = $,cos ,sin pU 


而 定 解 问题 (以 ) 与 定 解 问题 (JW ) 基 相同 的 ,所 以 有 


一 一-- 一 一 一- -rr 


E 题 4037 - 


Z,) = uu, "e )sin FO ~ t)dr. 
£x. T GEE MEDRE T ) 的 解 为 
U(r,t)- 2 (facos RD z sin eH js sin ^x 


223 Ly, r)sin "^^ (1 — r)dz |sin 28. 
MH JÜ i 


以 上 讨论 的 是 第 一 类 边界 条 件 的 情况 .车 边界 条 件 不 是 第 -类 的 ,上 而 的 
方法 仍 可 用 ,不 同 的 仅 是 g(x ,i) 的 形式 ,如 : 

(1)ul,- — ui 3, "NE : = ult), 
则 可 取 

g(x,t) = p G) + pl Ex. 

CQ) 0= pt) ulusm (t), 

则 可 取 
gr,t) = tKa _ í) + pa). 

(3u, |205 gi GO uude m pa, 

DEI 


g(z.0 = db a - plt) la? + CQ). 


天 指出 的 是 g(z ,z) 的 选取 不 是 惟一 的 ,例如 可 取 关 于 x 的 三 角 肾 数 来 代替 
关 十 的 多 项 式 等 . 


1. 8 F 9 9 0 in ES ; 
ua =c ua, Cel, >D, 
(a) alr = x(1— x), ] 
i u,(r,U)- 0, | 
u(0,t) —- n(1,2)705 
[u, 7c un, PCr, t0, 
utzr0)-3unr, 
b 0O= =m, 
Cb) u,(r,0) 20, UNT 


u(0,£) 7 u(z,t)-0. 
2, AE F 35] 3r08 F] Bi B) 8; 
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(u Ca 70, 0<=zr<=x, t0, 


(4) u(r.0)-0, je ie 
a + 
mlz, D) = Bsinx, kapas; 
u(0,2) - utat) 70; 
uy c un =O, D<x<1 t4, 
(b) u(r,0)-0, oc] 
2 a, (z,0)= z, r, 
u (0,2) — u(1,£) 20. 
3. K P PARAL E [8] 8163 PRI : 
uy—-cu,-70, rdl, r»D, 
ufr; D= ril- x), 
«ax, 
(a) 4, (2,0) 9, crx 
u(0,£) 7 u(1,2) 70; 
uy 6 uu, 70, Ü xx £20, 
(b) u( r.0) —sinz, De ie 
u (z,0)= z2, usb SE. 
u(O,t) — um. t) —U. 
4, 和 解 下 列 初 边 值 问题 : 


ua c un, 0O<r<x, t0, 
ufr =r, 

(a) 4 (2,0) -0, OS r= m, 
u((0,2) -0, 
u, Qt, t) =; 


4g 6c u,-—0, Ücr€x 120, 
u(x,0)—snz, 
(b) wr,0) =0, rin, 
u, (0,120, u, kn, 1) 70. 
5. 用 分 离 变 量 法 解 下 列 电 报 问 题 : 
ug t au, bu = cuu, Orci rU, 
u(z,0) = fix), 
u,r,0) = 0, 
u(D,:) = ufi, t) = 0. 
6. K P SY ER JE ORE sh n Bn BU RT. ; 
uy T gu, = cua, Ü< x < 1, tU, 
ulx,0) = 0, 
uí(z,0) = gx), 
u(0,2) = u(Z,t) = D. 


分 离 变量 法 


3 题 | [39 >: 


7. MERA EAA EE EE DE br y h uj 125 5 
9, = affars 
其 中 Hr, OUR ID 1 S ME, 是 物理 常数 .假设 轴 的 两 端 是 弹性 辕 定 的 , 即 在 边界 上 
满足 条 件 
8,(0,£) — 58(0,:) = 0, Olt) + AOC) = 0. 

如 果 初 始 第 位 移 是 f(x) HAERERE, WAE Olr, E). 

[2E 求解 一 高 为 二 上 底 和 下 底 的 半径 分 别 为 > 和 a 的 截 锥 的 纵 振 动 可 题 . IE E E 
Jr BN 


(i-zyz5-eg£[G6-£)y25] o«z«n r>, 


其 中 t= E/p E RETE BE o 是 密度 ,= la (a — r). WREN PRI SE RU PE EEA , 
初始 位 移 是 六 xz) 初始 速度 是 零 BORA II LES uir). 
9. 验证 下 列 初 边 值 间 题 的 形式 解 确 实 是 定 解 问题 的 解 : 


üg = C uas, Üc xz t0, 
u(r,0) = f(x). 0 =< zr = m, 
u(x0) = glr), 0 =< + = m, 
u,(0,t) = 0, u,(m,t) = 0. 
10. 证 明 下 列 初 边 值 问题 的 解 的 惟一 性 : 
ug = c ug, drar, >D, 
u(r,0) = fiz), 0 = z =, 
uí(z,0) = giz), 0= z =< x, 


u,(0,z) = 0, uim = Ü. 
11. 确定 下 列 定 解 问题 的 解 : : 
ug = cu, + Asnhz, Ü< z< 1 t0, 
u(x,0) = 0, 
u,(+,0) = 0, 
u(0,2) = h, ull, t) = k, 
RoPOAQRCMIR 都 是 常数 . 
12. 解 下 列 定 解 问题 : 
ue = Cua T Ar, 0< zr < 1, t>0 
u(z,0) = 0, 
ulz. 0) = 0, 
u(0,:) =Ü, ulit) = Ü. 
13. 解 下 列 定 解 问题 : 
ug = ug tx, ÜOrXl. r0, 
ult, D = z, 
umir, 0) = 0, 
u(0,0) 20, wll,t) = 1, t20. 


Srail, 


"E FAE HETRE 
t4, 求 下 列 定 解 问题 的 解 ， 
t = ku, th, Uc rd, rU. 
DERS D= >+=1, 
u(0,2) = 0, u(L, t) — 2us, 
其 中 总 和 ao 都 是 常数 ， 
15. 求 下 列 初 按 值 问题 的 解 : 
wu 过 了 0 
(a) | ee ÜxLrzll, 
ualO, 0, | u(1.1)70; 
u, Tkun, Sarar, >D, 
(5) D OE rmm, 
u(0,2)-0, ula, t}=0: 
U= Ws Or, 12, 
ulr,0)—x, Ur, 
u0, t) =0, 
u,(2,t) -0; 
us, T7 Rua. Lrg, 1>), 
" 


(c) 


ulz, 0 = sinari, Üsrzl, 
u(0.t)—-a, u(l,t)-b, 170, 
其 中 a 和 都 是 常数 . 
16. -一 长 讼 为 7 的 杆 的 表面 是 绝热 的 , 且 初 恕 温度 分 布 次 x(i 一 x). 求 杆 的 温度 分 布 . 
17. 一 长 度 为 x 的 杆 的 z=0 的 一 端 漫 度 保持 零度 ,而 在 另 一 端 = 处 以 正比 于 组 
度 的 速率 流出 热量 . 设 初始 温度 为 信 z)= 工 , 求 杆 的 温度 分 布 . 
18, 一 输电 线 的 电压 分 布 满足 方程 
wv = kw KIKi, >00. 
fE r= 一 端的 电压 保持 为 零 ,在 :-0-—NHRIERL FTU BEI: 
v0,t) = Cr, : 0, 
其 中 C 是 常数 . 如果 初始 电压 分 布 为 零 , 求 电压 vri). 
19. 验证 下 列 初 边 值 问题 的 形式 解 确实 是 定 解 问题 的 解 ; 
u, = kuas Sra, t0, 
alz) = f(x), 0 = z=#!, 
u{0, c) = 0, 
Me = ñ), 
20. 证 明 下 列 定 解 问题 的 解 的 惟一 性 : 
u = Bun. Ü ri, tU. 
es = flr), rgi, 
u,(0,2) = 0, uL. t) = 0. 


jd E 


21. cR CF PEE GERE 9] RB - 
uc kun, = Ae%, Kran, t0, 
en = sinr, 
u(D,z) = 0, | utm, t) = Ü. 
22. ME FIERDER: 
4, — bu,, — hu, -n orm, f£ lh 
u(r,0) = frh  —x xum, 
uf- n,t) = un, t), t0, 


| usk- mU) = usi, t), t Zz Ü. 


【提示 A AHEM u Gn t) e olr, t). ) 
23. 求解 下 列 定 解 问 题 : 


us = ata I r)sinat ， Ocr«i, gz, 


ulz, t) = 0, = r=, 
u,x,0) = D, gral, 
u(0,:) = Q, tx. 
u(l, t) = 0, z = Ü. 
"NES TAERE, 
us = a^ ty k Az, Ücz«l, t», 
(x9) S7) Or, 
u,(r,U) = 0, Oz rud, 
u0, t) = 0, tu, 
u(l,t) = 0, (IR. 
25. 求解 下 列 定 解 问题 ; 
ug = Áu t àx, drt, r0, 
ulz, 0} = Sx(l- x), = aru l, 
u,(z,0) = 0, 0 = z= 1, 
u(0,:1) = 0, z: >= 0, 
u(i,t) = 3sint, t > 0. 


26. 求解 下 列 定 解 问题 : 
m = alas tr, 0< r<, tU, 
u(xr,0) = 0, 0= >= I, 
a. (0,:) = ü, t= Ü, 
u(l,1) = 0, t > Ü. 
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AE jie P ELE EA E] e; d R8 — A fL EE 5 E ñE eR CP RE, e] 3 fr 3 
特殊 函数 及 其 对 于 奇异 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 癌 题 的 应 用 ， 


7.1 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 
在 上 一 章 中 ,我 们 用 分 高 变量 法 确定 了 仿 微 分 方程 的 解 ,在 变量 可 分 离 的 


条 件 下 ,我 们 把 二 阶 齐 次 侦 微 分 方程 变 为 6.1 节 的 两 个 常 微分 方程 (6.1.11) 
和 (6.1.12) ,它们 的 形式 是 


eG H t eG) D + LG) t Alu = 0. (7. 1.1) 
AA E JE ROT. 1. D PELA 
plz) = et qla) = pa) lp —— 043) 
就 可 得 到 
dco e I fa t As]u = 0, (7.1.3) 
这 个 方程 称 为 施 图 姆 - 刘 维 东方 程 .利用 自 伴 算 子 
ZI ZV 
可 把 方程 (7.1.3) 简 写 为 下 列 形式 ， 
L(u) + AsCz)u = 0. (7.1.5) 


在 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 (7.1.3) 中 ,4 是 与 x 无 美的 参数 ,而 plr) glr) M 
s(z) 都 是 实 值 函 数 , 为 了 保证 解 的 存在 ,我 们 设 g{x) 和 s(x) 在 有 限 闭 区 间 
[a ,5] 上 都 是 连续 的 ,而 p(x ) 在 [a ,5 上 是 连续 可 微 的 ， 

如 果 函 数 p(x) 和 s{z) 在 区 间 [ a,b] 上 都 是 正 的 ,那么 施 图 姆 - 刘 维 尔 方 
程 称 为 在 区 闻 [a ,5j 上 是 正 刘 的 . 当 所 给 定 的 区 间 是 半 无 限 区 间或 无 限 区 间 
时 ,或 者 当 p(x) 或 ;(x) 在 有 限 区 间 [a,5] 的 一 个 端点 或 琴 个 端点 处 等 于 零 
时 , 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 称 为 是 奇异 的 , 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 带 有 经 过 分 离 变 量 
后 的 端点 条 件 


7.1 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 - 143 ， 


aquí(a) + azu (a) = 0, (7.1.6) 
MN = Ü (7.1.7) 
ËJ [n] EIER 2 38 FE] 28— 2] A A E pk 28, BH 387 30 38 a 8 R 4 AA CARRS 
“” 表 示 求 导数 ,而 常数 ai 和 ab A b, 都 是 不 全 为 零 的 实数 .使 得 施 图 姆 - 
刘 维 尔 问 题 有 非 零 解 的 4 值 , 称 为 这 个 问题 的 本 征 值 ,而 对 应 于 本 征 值 的 非 
零 解 称 为 本 征 函 数 .一 个 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 所 有 本 征 值 的 集合 称 为 这 
个 问题 的 谱 . 
[6 7.1.1] 求 下 列 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 的 本 征 值 和 本 征 函 数 ; 
u tàu =0, HOLTER, 
u(0) = 0, u (n) = Q. 
在 这 种 情况 下 , 户 =1,9=0,s=1. 如 果 、1=0, 那 么 方程 的 通 解 是 
uls) = Áx + B. 
利用 «(0) 20,48 B —0, H u (x) 20,718 4=0. 因 此 4=0 不 是 本 征 值 . 
当 4<0 时 ,方程 的 通 解 是 
u(r)- Ae ^ t Be ^, 
把 它 代 入 端点 条 件 ,得 到 
M 
VK Ae FA - /C Ae B = 0. 
由 此 解 得 4= 了 =0. 因 此 已 知 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 存在 的 惟一 解 是 到 解 . 
当 )>0 时 , 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 的 通 解 是 
u(x) = Asx Ar + Bsinv Ax. 
利用 条 件 u(0)—0,8 4=10. 由 条 件 u (x) =0, 可 得 
也 Weosvar = 0. 
因为 *=0 不 是 本 征 值 ,所 以 为 了 使 已 知 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 有 非 零 解 , 必 
须 ， 


csVAn-0, B3. 
因此 本 征 值 是 


12 
À, 一 Ga n= 1,2,3,", 


TRE pir BJ Æ ñE p 27 Ez 
1 Qn -D,, n-]1,2,3,". 


snm 


[07.1.2] 给 定 柯 西方 程 
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2 二 二 二 De 
和 请 点 条 件 
u(t) = 0, u(e)- 0. 
Jy k 4 W 8388 0] AE ZF [u] LBS A ñE FECI fs ñF pK E.. 
利用 变换 (7,1.2), 可 把 柯 西 方程 改写 成 


di du l. _ 
ia jr zo = 0. 


RH, pr) mz qr) 70, s() = 二 林 西 方程 的 解 的 形式 为 e ,因此 
m 满足 下 列 方程 : 


m + À = 0, 
即 

m =+ivÀ. 
国 而 柯 西方 程 的 通 解 是 

ulr) = Ciz” + Cx ^. 
注意 到 
x^ = dhe — eosfalnr) + isin(alnz), 

TE ud 


ulz) = Acos(/Alnx) + Bsin(/ Alnz ). 
其 中 A f B 都 是 与 Cl 和 C, 有关 的 任意 常数 . 由 端点 条 件 u(1) 0,18 A- 0, 
而 由 端点 条 件 ue) 0, 可 得 
Bsin/À = D, 
由 上 式 可 得 到 本 征 值 
À, = nêr, n-d4,2,83,- 
和 对 应 的 本 征 旺 数 
sin(nzlnz), n = 1,2,3. 
i p(a)= p(b)B] , BRA — Rp 25 S! 85 bk FE] 3E X| HEAR ami , dk X #h TRE C 
下 ,可 给 定 周期 端点 条 件 
u(a) -u(b), 
u (a) = (5). 
Rb TE BUE Bl 890] 4 2 77 EE të A 18 EH ha sa A PE BJ) [E] ER A J8] JB 36 B E39] HR 
RPJ. 
[817.1.3] 解 周期 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 
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(4 + Au =Ü, -—x“< r< x, 

Jul- m) = ulr), 

lu- r) = u (x). 
注意 到 plr)=1, FE pÜÉ—1)- pla). 354 À 20 ht, X AARE RE 
的 通 解 是 


u(r) = AcosV àr + Bsin/ Ax. 
PEHA H n 2 PE , 498 F BIB TRE s 
(Acos Ax + Bsin/ Ax) 
— (Aeos Ax — Bsind Ax) = 0, 
(— A dAsin V An + B JÀ cosv Ax) 
- (A JAsin/ Ax + BdAcosV An) = 0. 
因此 
(2sin/ AWB = 0, 
(2v Asin V Ax)A = 0. 
因为 这 个 n(xz) 基 当 4>0 时 的 解 ,所 以 对 于 任意 的 A MB, RITA 
siny Àm = 0. 
因而 
À, = 2, n= 1,2,3,.. 
因为 对 任意 的 A MB ,sin YAx=0 都 是 满足 的 ,所 以 对 应 于 同一 个 本 征 值 n°, 
可 流 得 到 黄 个 线性 无 关 的 本 征 娩 数 cosmr M sinar. 
不 难看 出 ,如果 <0, 那 么 方程 的 非 零 解 不 能 满足 周期 端点 条 忻 . 但 是 ， 
当 4=0 时 ,对 应 的 本 征 函数 是 1. 于 是 上 述 这 个 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 本 征 值 
dé 0, 1a? t, f DAS A E 83 S 1, jcosazr 和 1sinazr RP n 是 任意 正 整 
数 . 


7.2 RIERA 


在 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 例 7.1.1 和 例 了 .1.2 中 ,我 们 看 到 对 应 于 本 
征 值 ,只 存在 一 个 线性 无 关 的 本 征 函数 ,这 个 本 征 值 称 为 单 重 本 征 值 (也 称 
为 单 本 征 值 ). 如 果 对 应 于 同一 个 本 征 值 ,存在 个 线性 无 关 的 本 征 函 数 ,这 
个 本 征 值 就 称 为 重 本 征 愉 .在 周期 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 例 7.1.3 中 ,对 应 
于 同 一 个 本 征 值 n? 的 本 征 函 数 是 cosnz 和 和 sinn ,因此 这 个 本 征 值 是 二 重 本 
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iE. 
现存 我 们 来 证 明 , 正 交 性 是 施 图 姆 刘 维 尔 问 题 的 本 征 函 数 系 的 一 个 特 
性 . 
定理 7.2.1 设施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 中 的 系数 p,q 和 s Elab] EE 
£t T ELE RETE ZR Fel EAR GE TR ACER A 的 本 征 函 数 ww F u 都 连续 可 微 ,那么 
t; 和 ws 在 La „b EH RR s EZ. 
证 明 ”因为 对 应 于 A 的 是 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 的 解 ,所 以 有 
AL (puj) + (q + Aj)u; = 0. (7.2.1) 
fn] FE , z, WE 
dL (puk) + (q + ushi = 0. (7.2.2) 
以 u, EXCI.2.1) UL u; EXXCT.2.2) HIR, 49 31 
(Aj — Aa)sua = u, QL (puj) — u, ZL (pu) 
=L[(puj)u — Gui)uj]. 
对 上 上 式 两 边 从 a 到 5 积分 ,可 得 
(a, — AD | suuda 一 Up uius 一 utp) 1: 
= pb) [ur (ub) 一 u(b)uilb)] 
- p(Ga)[u;Ca)u Ca) — uj(a)ui(a)]. 
(7.2.3) 


上 式 右边 称 为 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 边界 项 .本 征 函 数 u Eu, 在 x =b 处 满 
足 的 端点 条 件 是 


byu (b) + bau’th) = 0, (7.2.4) 
biu, (b) + bou, (5b) = 0, (7.2.5) 
如 果 552-0, UI. a (b) (7.2.4) LE u(5) 乘 式 (7.2.5), 并 相 减 ,就 得 到 
b, u;(b)u, (5) — u (b)u)(b)] = 0. (7.2.6) 
ADU E v — a 处 ,如 果 az 天 0, 就 可 得 到 
ag[ u;Ca)uj(a) 一 uj(a)us(a)] = 0. (7.2.7) 


因此 ,由 式 (7.2.6) 和 (7.2.7), 当 557-0 和 a4350 时 ,边界 项 等 于 零 ， 
如 果 b0, WA bí #0, T EH (T. 2.4) 81(7.2.5) 8 u (5) — u (0) 
=0. 类 做 地 ,如 果 as=0, 就 有 ula)= wla)=0, 所 以 边界 项 也 等 于 零 . 
因此 ,由 式 (7.2.3), 我 们 有 
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(A; 一 A | sugde = Ü, 
因为 GELS 是 不 同 的 本 征 值 ,所 以 有 
| anda =í, j ÉR. (7.2.8) 
本 定理 证 毕 . 
推理 7.2.1 在 ta,B] 上 的 周期 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 本 征 画 数 系 在 
[a ,6 上 是 带 权 范 数 s 正 变 的 ， 
证 明 EERE a; 和 4 的 周期 端点 条 件 是 
uj(a) = u(b), uj(a) = uj(5), 
usla) = u(b), ula) = u,(b). 
把 这 些 式 子 代入 式 (7.2.3), 可 得 
(à; 一 À; )| supada 
=[ pb) - p(a)l[ui(ayu, a) - uj Ca)ui(a)]. 
因为 p(a)- p(t5), 我 们 有 
er 一 AD | aaa = Ü. 
由 于 AAA GEk) AE 
[sumda = Ü, F = Ë. (7.2.9) 
本 推论 证 毕 . 
定理 7.2,2 如 果 :*>0, 那 么 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 所 有 本 征 值 都 是 
实数 . 
证 明 假定 有 一 个 复 本 征 值 4 = a+ 访 ,其 对 应 的 本 征 函 数 是 ¿= ot 
iw. 那 么 ,因为 方程 的 系数 都 是 实 的 ,所 以 这 个 本 征 值 的 共 轿 营 数 也 是 本 征 
值 .于 是 存在 对 应 于 本 征 什 AL = a iB EIER u =o iw. A u; 和 
XR SÉ s EZE, Bp 


b 
(À; = 2) suu, dx = 9, 
所 以 有 
b 
el s( + w^ )dz = 0. 


这 就 是 说 当 5>0 时 ,8 LS AE, 因此 本 征 值 都 是 实数 ,本 定理 证 毕 . 
定理 7.2. 指出 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 所 有 本 征 仁 都 是 实数 ,但 它 并 不 保 
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证 问题 有 任何 本 征 值 存在 . 然 调 ,可 以 证 明 施 图 姆 - 齐 维 水 问 题 有 可 数 无 穷 多 
个 本 征 值 . 
定理 7.2.3 任 体 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 在 在 - :个 实 本 征 值 的 无 穷 序 


列 
ài À> < À; Xn, 
Ah lim, = eo , ELE pz BS ZI AE RAA x, ERRAT PE RE — M68 kE Bj ) # < [8] 
(a ,58) 内 恰好 有 个 零点 .此 外 ,这 些 本 征 也 数组 成 一 个 完备 的 正 交 系 . 
在 a, 办] 上 分 段 光滑 的 任意 一 个 函数 f(x) ,如 果 满 足 正则 施 图 姆 - 刘 维 
尔 问题 的 端点 条 件 , 那 么 可 以 按 本 征 孙 数 系 展开 为 绝对 有 目 一 致 收 化 的 级 数 


(z) = 21 Cano (7.2.10) 
m=1 
其 中 
C, = | sodzj suzdz, n = 1,2,3,7. 


[ 例 7.2.1】 考察 一 长 为 1 的 图 柱 形 的 金属 线 , 它 的 表 而 是 完全 绝热 的 . 
TE x 0 —W 1] E DE i TE TES - - 端 热 量 可 目 由 散发 到 温度 为 零度 的 周 
围 介质 中 去 . 设 金属 线 的 初始 温度 为 (x). 现 在 我 们 要 求 出 下 列 初 边 值 问题 
的 温度 分 布 ut): 


t, = kus, «c r1, >Ù, 

„Ü 一 ? EN zd, 
“lx,0) = fer) T (7.2.11) 
u(0,:) = 0, t> 0, 


hu(l,t) + u,(1,1) 20, t0, h 0. 
Fior BUE RE , 设 解 的 形式 为 
u(x,t) = Xx) TOO), 
把 它 代入 热传导 方程 ,得 到 


XT = EXT, 
Bi 
X T __ 
X "iT À, À 0. 


这 里 选 À WA fe. AERE PE bi r IHE IRE E EF H ERRAR, 
我 们 有 

X t AX -0, 

T + &T =0. 
这 第 二 个 方程 的 解 是 


7.2 本 征 应 数 + 149 + 


TUO) = Ce", 
其 中 C 是 任意 常数 ,由 第 一 个 边界 条 件 u(0,2) 20, AA TCI ZOLBIEUUR 
X(0) = 0. 
[EE , H SB — 139 P ARI I 
hXG) + X (1) = 0. 
因此 ,我 们 接 下 来 要 解 下 面 的 本 征 值 问 题 : 
X + AX = 0, 
(xo = 0, (7.2.12) 
AX(CI) + X (I) = 0. 
jid&—435-1,470,5-71,a4,71,a45—0, 5, = h,b,=1 RB ya E] 28 xi 4E 
尔 问 题 .这 个 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 的 解 是 
Xir} = Acos Ax + BsinV Ar. 
因为 X(0) - 0, Wi A =0, 我 们 有 
X(x) = BsinV Az. 
这 个 解 还 应 满足 第 二 个 端点 条 件 , 由 于 B 半 0, 因此 必须 有 
hain V Al + / AcosV AL = 0. 


EX CE 
tan / A4 =— yA. 
如 果 在 上 述 方程 中 引入 a = / ALLSET 
tana 7 — aa, (7.2.13) 


其 中 a-l/AL.BXxT d 83 EA BH UL uj 8 pH) E BR $k £ = tane 和 
£= -aa 的 图 形 ,如 图 7.1 所 示 , 用 图 解法 求 其 近似 解 .方程 (7.2.,13) 的 这 些 要 
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由 两 条 曲线 的 交点 给 出 , 且 显然 由 图 可 见 , 当 n=1,2,3,… 时 ,有 无 穷 多 个 根 
an 对 于 每 个 根 a, ,有 对 应 的 本 征 值 
Àn = Co], n= 1,2,3,7 
于 是 ,存在 一 个 本 征 值 序列 
À), < À> < à, < :-: 
Rf limÀ, = 吕 . 这 时 于 应 的 本 征 函 数 是 sin vy Ayz ,因此 
X,(x) = Basins Anz, 
所 以 解 上 共有 下 列 形式 : 
u (z,.t) = a,e "sin Az, a, = B,C,, 
这 些 解 是 满足 热传导 方程 和 边界 条 件 的 . 因为 热传导 方程 和 边界 条 件 都 是 线 
性 齐 次 的 ,所 以 把 这 些 解 到 加 起 来 ,组 成 级 数 


u(x,t) = Dan” d "sin / Ac. 
假定 这 个 级 数 是 收敛 的 , 且 对 = 是 二 次 可 徽 和 对 1 是 可 微 的 ,那么 它 也 是 一 个 
满足 热传导 方程 和 边界 条 件 的 解 .根据 定理 7.2.3, 这 些 本 征 函 数 siny Aux 
在 区 间 [0,i | 上 组 成 一 个 完备 的 正 交 系 , 利用 初始 和 条件, 可 得 
u(x,0)- flr) ~ D siny A,z. 
如 果 我 们 假设 F(x) 是 [0， 1 上 的 分 段 光滑 函数 ， 那么 由 定理 7.2.3, 可 把 
AZ) 按 本 征 函 数 系 展 开 , 且 写成 


f(x) = Pansin / Ayr, 


其 中 系数 a8 
n=” [Aasin Ard] | a 31d. 
因此 温度 分 布 为 
u(r,t)- > [Css £A ed] | sin? Varaz | 
e fginy A s, 


7.3 贝 塞 尔 函 数 


贝 塞 尔 冰 数 是 一 类 与 奇异 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 密切 相关 的 特殊 函数 ,他 


7.3 MEZKA [51 - 


BOSE MEI UL SET 3T ERES E Hh gl rp DERE ERE] cog: x [5] e h -- Rope ve, DD 3€ 
ZR BS CAS BE FEL] S ERG N TTE HIS LEE SKJE X. 
页 寨 尔 方程 的 标准 形式 为 
ry + zy + (22 — 22)y = 0, (7.3.1) 
其 中 p EJEA 3:32. ASA x= 0 ERRA BE BJ LE D EBORE BJ Jr 
法 , 解 可 取 为 


y(r) = Dat, (7.3.2) 
其 中 指数 * EFEK. fx aaa AJ E(7.3.1),WJi8 


[s(s- D +s - x! jagz t [Gs * Ds + (s + D -y ]aiz*! 


e MGR GE vlast aale =0. (73.3) 
A ov 的 系数 等 于 零 ,就 可 得 到 下 列 指数 方程 ， 
(52 - v^ )ag = 0, (7.3.4) 


对 任意 的 a20, BESETTER s = 上 yw 因为 在 震级 数 (7.3.2) 中 的 首 项 是 
aga , 显然 , 当 >>0 时 ,对 应 于 进取 =， 的 册 塞 尔 方程 的 解 在 原点 等 于 零 ,而 
对 应 于 选取 ;= 一 的 解 在 原点 变 为 无 穷人 . 

我 们 首先 考察 员 塞 尔 方程 的 正则 解 , 即 对 应 于 选取 s =v 的 解 , 令 等 式 
(7.3.3) 中 的 v 1 的 系数 等 于 零 ,那么 有 

(2v + lja, = 0. (7.3.5) 

这 就 是 说 el =0( 因 为 220). LER.. 3) PA z “的 系数 等 于 零 ,我 们 就 
得 到 递 推 公式 


a, =- Qui P): (7.3.6) 
因为 a = 0, A^ d 下 二 3,$,7,… 时 ,就 有 a, = Ü. 其 余 的 "n 为 
(~ 1a, 


tar = 275p T(y 十 k)(v +Ë — D» t D (Ë = 1,2,3,0). 


(7.3.7) 
这 个 关系 式 也 可 写成 
(- 1)*2°T(y + Dag 
FRE iR y + k +1) 
XB TC i L AK, E ERER [ 中 加 以 介绍 . 
因此 ,中 塞 尔 方 程 的 正则 解 上 共有 下 列 形式 : 


(k = 1,2,3,7--), (7.3.8) 
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(- 12 TG, 4 1) 


= 
yiz) = 202, 4 ERIT, + k + Tid (7.3.9) 
通常 选取 
"E PD: (7.3.10) 
这 时 由 级 数 所 证 六 的 解 记 为 上 (z), 称 为 第 一 类 ， 阶 贝 塞 东 场 数 ,于 是 
_ un (— 1)5?**v 
162 = 22 FRR + 8 + D) (7.3.11) 


31 Y se VUE ROS REI EE UAR , ETHER C =- y, 并 且 用 上 面 同 

样 的 方法 ,得 到 与 式 (7.3.5) 类 似 的 关系 式 
(—2y + lja = 0. 

由 此 推 得 ,除了 当 ，= 六 外 ,al = 0. RNEER vos LUCERE T 
面 提 到 . ) 

利用 递 推 公式 

a =- bI, (7.3.12) 

AST f SIE E W 


(- Dir 2hb-y 
]-,(z) = > XS TE LD: (7.3.13) 


这 个 解 称 为 第 一 类 一 RE kw 
容易 证 朋 J, MJ- ARA z BB, ELO v 不 是 整数 时 ,它们 是 线性 无 关 
的 .因此 , 当 ,=0 且 不 是 整数 时 , 贝 塞 尔 方程 的 通 解 是 
y(x) = Cibo + CI, (o). (7.3.14) 
NUR v 是 整数 ,比如 说 y=, 那么 由 式 (7.3.13), 我 们 有 


(- 5) 
4G) = >= WC nt ED 


LM 
= 1)" > DELTA +Ë +1)' 
这 是 在 和 式 中 以 指标 & RE k-n pr 
因此 


J .(z)= (~ 1)"J,(z), (7.3.15) 

WRH]. 5 J, 不 是 线性 无 关 的 ,所 以 还 需求 出 第 二 个 与 ], 线性 无 关 的 特 
解 .通常 采用 的 一 个 非 正 则 特 解 是 

Ya) = (oosvz)], (x) -J-a Cx) n) 


Sinvz 


(7.3.16) 


7.3 内 塞 尔 函 数 . J53. 


"4 I9 p Rex DEDE NIS E EC EI DOEXCLUNRMESI T t; 
Jl GO EgTEX XI. 
央 此 , 贝 塞 水 方程 的 通 解 为 
ylz) = CJ, lx) + C,J_ (z), 5y PERR, 
yl) = CJl} t C.Y, (z), Mp — n REM, (7.3.17) 
yiz) = CJl) + CY, (r), 当 v 是 一 切实 数 . 
贝 塞 尔 函 数 像 二 角 函 数 .对 数 函 数 和 指数 函数 这 些 初等 哆 数 一 样 ,对 许多 
v 伯 帮 已 列 成 函数 表 . 对 于 小 的 zz 值 ,函数 上 和 YY, 可 以 毫 无 困难 地 用 表 肇 出 
并 退 成 图 形 , 如 图 7.2 Bron. 


图 7.2 


应 该 注意 , 当 v 污 0 以 及 vy 是 负 整 数 时 ,J, (0) 都 是 有 限 的 ,而 当 v EA BJ 
非 整 数 时 ,J,(0) 为 无 穷 大 ,另外 ,函数 YY,(x) 在 原点 都 为 无 穷 大 , 且 当 + JI K 
时 ,它们 的 振幅 是 减 小 的 . 

fi 1(x)20 8$ Y (+2)=0B3 r (Ë RANEREN. 

我 们 不 加 证 明 地 列 出 一 些 有 用 的 递 推 公式 : 


Jait} + |, (z) = ZJ (a), (7.3.18) 
y], Cr) + z=E(z) = +], (z), (7.3.19) 
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JG) - J. (z) = 25), (7.3.20) 
vx) xL = xbha(x), (7.3.21) 
x 2), (2)] = zx], il£), (7.3.22) 
d m = EF 

dz ],(z)] =- zjale}. (7.3.23) 


所 有 这 些 递 推 公式 对 Y,(z) 也 都 成 立 . 
贝 塞 尔 函 数 还 有 以 下 一 些 渐 近 展开 式 : 
Mrb»1. xim 时 ,有 
2 ^ir, (4n? - 14? - 3) 
INC c [z "J iE 2!(8r)? 
, n - 142? — 32) (422 — 32)(4n2- 22) _ . 
4182) jose 


[W - (4x? — D (4n? - 3) (4n? -9), e] | 
&r KIC ERE sing |, 


其 中 
e= z [n - 72] 
当 > 很 小 时 ,有 
hlz) ~i - AEE (7.3.25) 
1 


1l.) "rp n > Ü. (7.3.26) 


EIRSJPJMESPZ RUE] 


Yair) ~ (2) D - 


T | 


CL - 1)(4n* - F 4n? -594m - P) 


4M (8 Y = [sing 
ñ aD. (4x? - 1) (4a? - Fln? -3), 
Sz 


31(8z)° ~ Jesse, 
(7.3.27) 
其 中 
l 
@ = £— [n * DH 
当 z 很 小 时 ,有 
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Yo( x) ~ lz, (7.3.28) 
Y Cr) =- a DHZY, n = 1,23, — (0.3.29) 
当 ，*= 土 二 时 , 贝 塞 尔 函数 可 用 初等 函数 表示 为 
2 12 
ha) = 去 sinz, (7.3.30) 
14/2 
Jaa(z) -(à osz. (7.3.31) 


贝 寒 尔 函数 在 区 间 [0,a] 上 是 带 权 函 数 z RE LER HAE 
QC) zd = 0, ¿Z i. 
M io 时 , 模 No 由 下 式 给 出 : 


2 A 
Ny = F za [S er) | 十 (Aa 一 naa CAP 1 
(7.3.32) 
其 中 4 是 下 列 方程 的 根 : 
Jana) + h q.) = 0. (7.3.33) 


EEEJXSTIXEYxb EXER EREEDSJG ICE EAE DS: 
CT WOES dy 
HiD(x) = J,(z) + iv,(z), 
ti = JG) - iY (x), 0.3.3) 
其 中 i=v 一 1. 
其 他 与 贝 塞 尔 函 数 有 密切 联系 的 函数 是 修正 贝 塞 尔 函 数 .我 们 辩 察 含有 
参数 4 的 反 赛 尔 方程 , 即 
xy + zy + (2222 — žy = 0. (7.3.35) 
这 个 方程 的 通 解 是 
ylz) = CU, (ax) + CY (Ax). 
如 果 14=i, 那 么 
y(x) = CU, (iz) + C; Y, (iz). 
我 们 可 把 J],(ix) 写 成 
co (一 1 Gy _ PLI), 


J, ix) = e Xe ID(v + b + 1) 
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其 中 
a g7 
Llr) = > RIP 十 下 十 让 
L(x) 称 为 第 一 类 y MEENE RAH. 同样 我 们 可 定义 l. (T) ER I, EJ, 
-- 样 ,除了 当 ， 是 整数 外 ,I REI ,都 是 线性 无 关 的 解 .所 以 ,我 们 还 要 定 六 第 
ZE v EGER 3 Ó24Á4 J 


KG) = 2 lt LG) (7.3.37) 


2 sinu 
因此 ,我 们 得 到 修正 贝 塞 尔 方程 


zty + xy 一 (x^ t y?) y = Ü 


(7.3.36) 


的 通 解 为 
ylz) — CIL e) + CK, x). (7. 3.38) 
L0) = |P dvo (7.3.39) 
” 0, ` > >D, 


H3 z—0 f. K, ATERA. 
含有 内 塞 尔 晒 数 的 本 征 值 问题 将 在 下 一 节 奇 异 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 中 可 
以 叙述 ， 


7.4 AREE 38.50] E ZR [8] Ni 


如 前 面 所 述 , 当 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 在 半 无 限 或 无 限 区 间 上 给 定时 ,或 者 
当 系 数 p(x ) 或 s(x) 在 有 限 区 间 的 一 个 端点 或 两 个 端点 处 等 于 零 时 , 施 图 
姆 - 刘 维 尔 方程 称 为 是 奇异 的 .奇异 施 图 姆 - 刘 维 尔 方 程 带 有 适当 的 线性 齐 次 
疹 点 条 件 的 问题 称 为 奇异 施 围 姆 - 刘 维 尔 问 题 .但 在 现在 的 情况 下 ,所 加 的 映 
点 条 件 与 正则 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 中 的 经 过 分 离 变 量 后 的 端点 条 件 的 形式 不 

经 常 必须 给 定 的 条 伯 是 铺 数 u 在 奇异 端点 处 要 保持 有 界 . 

[ 例 7.4.1】 考察 一 圆 形 弹 性 薄膜 的 模 振动 方程 

Ha = cu, 十 uy). 


假设 位 移 u 对 和 是 对 称 的 ,上 述 方程 用 极 坐 标 表示 时 ,就 变 为 
Hy = c| un T Le): 


现在 我 们 来 求 下 面 定 解 问题 的 解 : 
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Hy = [us Fu), r <l, t »0, 


u(r,0) = f(r), Q x =I, 
u(r,0) = 0, aral, (7.4.1) 
u(1,t) = 0, 1220. 


limz(r,£:) < œ, 
rH 


用 分 离 变量 法 , 设 解 的 形式 为 
u(r,t) = R(r)T(z), 
代入 波动 方程 ,可 得 


JT 
其 中 a 是 正 的 常数 .在 a 前 选取 人 负 导 ,是 为 了 要 得 到 对 时 间 的 周期 解 .因此 ， 
我 们 得 到 两 个 常 微分 方程 ; 
rR”+ R' * a^rR = 0, 
T" * a^c? T = Ü. 
第 二 个 方程 的 解 TN 
T(t) = Acosact + Bsinact. (7.4.2) 
在 第 一 个 方程 中 ,注意 到 p=r 在 +=0 处 等 于 零 .由 于 对 任意 的 TO), A 
[imu (rt) = imR(r) TG) < 900, 
就 可 得 到 Rri A RTE RHF 
limR(r) < o, 
B PH 
u(l,t) = RODT(2) = 0, 
因为 T(t)Z WEA 


R(1) = 0. 
现在 我 们 要 确定 下 列 奇 异 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 解 RF): 
E a*rR = 0, (7.4.3) 
R(1) = 0, (7.4.4) 
limR(r) < eo. (7.4.5) 
方程 (7.4.3) 是 零 阶 贝 塞 尔 方程 , 它 的 解 为 
R(r) = Chlor) + DYo(or), (7.4.6) 


Heb pA Yo 2 URGE - FAR- 2E E P DLE RS BR BAAS 00 时 ， 
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Yo ar) — 9o, PEEL BU IE CT. 4.) EE D = 0. 因此 
Rir) = Char). 
由 剩 下 的 条 件 RCD =0, 可 得 
J (a) =Ù. 
这 个 超越 方程 有 无 穷 名 个 正 的 零点 
a, a2 ag ocn 
于 是 定 解 问题 (7.4. 1 的 分 离 变量 的 特 解 是 


uy Cr, t) = Jlar KA coset + B,sina,ct ) 


(n = 1,2,3,0). 
因为 定 解 间 题 (7.4.1) 的 方程 和 边界 条 件 静 是 线性 齐 次 的 ,假定 级 数 
ulr,t) = P r) A cosact + B,sina,ct ) (7.4.7) 


QUA Hx > 和 + EATA, 那么 它 也 是 - -个 解 ,形式 地 把 式 (7.4.7) 对 z 微分 ， 
号 得 到 


mir, = Solar- A,m,csina,et + Bue,ccosa,ct ). 
HRE w(x,0) =0, 可 得 B,= 0. 所 以 ,我 们 有 
u(r,t) = 3 A Jo as )cosact. (7.4.8) 
现在 ulr DIEROR RATIS R (7 ,0) = £C). 因此 ,我 们 有 
u(r,0) = fo) ~ D Alar). 


AHERN Jo(anr) 在 区 间 [0， 口上 组 成 带 权 函 数 ， 的 完备 正 交 系 ,所 以 如 
R fEl LAER RARI TEREE fUr HEUTE QE BE 3 R JE 
开 , 于 是 


fir) = 2 AsJol anr), 
其 中 系数 A, 可 表示 为 
A, = «roe (a ode | +U (a,r) dr (7.4.9) 
| HET. 0 Ü> Ey a Dx Cg ` SUB. 
因此 定 解 问题 (7.4. 1) 的 解 由 式 (7.4. 吕 给 出 ,其 中 系数 AA. 由 式 (7.4.9) 确 定 . 


7.5 EER 


Eh LESER ES AS S: A — 26-5) Sp ERU ERE 01 28 ZR [rr] BERE UT RS Py APAK PNS, 
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他 芋 超 几何 函数 的 特殊 情形 , Pr #H Iz (8) 2 LE 6873 FE t H J ONE ER BJ CE VERI 
问题 中 . 
惑 让 德 方程 是 
(I — z2)y - 2zy + ytv+1)y = 0, (7.5.1) 
其 中 vy 是 实数 ,因为 = t1 E y B99 a, MARERA E BJ A F PE 
ZUR : 


y(z) = Ya. 
[CX 4 EBEN UTR AJPRICT.S 1) ,得 到 
Y la + [vy + 1) = Gi - DG - 2) lagala? = 0. 
TR BRRR E Wp ia E FIERAR: 
a, = MAE Deae Dip kz2. (7.5.2) 


25 


由 上 式 , 根 据 ag 可 确定 aza, as, ART a, 可 确定 23,2505, 77, M ao #l 
a 都 是 任意 的 .但 这 正 是 我 们 所 需要 的 ,因为 在 二 阶 微分 方程 的 通 解 中 应该 
有 两 个 任意 常数 . 

由 弟 推 公式 (7.5.2) 的 另 一 个 形式 


(v — &)(v t Ë+ I) 
a oo PESE ET ID, kO, (7.5.3) 


(k -1)(& +2) 
可 推 得 勒 让 德 方程 的 解 为 
ja 27 Docet tern t Donee: y tàk - 1), EI 


1 ... ， 
es > Qr + 1)! 


=aoh,(z)+ agla). (7.5.4) 
容易 证 明 ,级 数 p (x YE golo il< 2k at. HERETER. 

现在 考察 v = n 的 情形 ,其 中 n 是 非 负 整 数 .那么 由 递 推 公式 (7.5.3), 当 
k= n hh, BRA 


Qnt2 = aa = 77 — 0. 
所 以 当 n EBR, m p, Ce) RA >=" 项 为 上 ,而 q, (z) E 935 39. 4 
n 大 奇 数 时 ,级 数 q. (22 18] z" 项 为 止 ,而 ha ERARE. 在 第 一 种 情 
TÉ FO 是 偶数 ),p, (x) 是 n 次 多 项 式 ;在 第 二 种 情形 下 (n 是 奇数 ),g, (x) 
也 是 n KEWA. 
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因此 ,对 于 任何 非 负 整数 pb, (x28 q CEP H#£ -个 是 n 次 多 项 式 . 
在 适当 把 它们 标准 化 后 (点 下 面 ), 这 种 多 项 式 就 用 符号 P,(z) 表 示 , 并 称 为 
第 一 类 n Br3bikt BEER n 次 勒 让 大多 项 式 .通常 ,P,(z) 定 义 为 
pap. Sa 为 偶数 ， 
- 7.5.5 
PD uen. "T (7.5.5) 
P, (zz) 的 更 明显 的 公式 其 
Dn 25)! po 
Pr) = Z FRG- Aln 24)!” ' (7-5.6) 
其 中 
AL, 当 H 为 偶数 ， 
(n—1)72, Xn Aa E. 


FAILTE 
Po(x)= 1, 
Piz) = X. 


P.,(z)= + (322 - 1), 


1 


Pi(x)- 3628 - 3r), 
1 


P.(z)= 8 (35z* — 30x? + 3). 


对 于 小 的 x i, Po (z),P Cx, PC) I 
Pi(z) 的 图 形 如 图 7.3 Bro. 

我 们 记得 ,对 于 给 定 的 非 岳 整数 x BE 

德 方程 的 基本 解 组 p,(x) 和 9g,{x) 中 只 有 一 

个 解 是 多 项 式 , 而 另 一 个 解 是 无 穷 级 数 . 这 

个 无 穷 级 数 经 适当 标准 化 后 , 称 为 第 二 类 著 
让 德 函 数 , 它 们 定义 为 

-am 当 a 为 偶数 ， 

ate) 7l. Gabar), Han 为 奇数 ， 

H 7.3 (7.5.7) 
这 些 函 数 的 开头 儿 项 是 

Q (x) =>h[i £], 


x 


Q (=) =*h[íi 2] 1, 


7,5 NEAR Jól ， 


等 等 


H 3E 3: JL 7-39 LER 838. E SA RT MAR] P,(z) 在 区 问 [ -1,1J 上 是 处 处 
有 限 的 ,而 Qu Ce ) fel ek r= +1 处 不 是 有 限 的 .在 一 般 情 形 下 这 个 结论 也 是 


REH. 
因此 勒 让 德 方程 (其 中 v= n ) 的 通 解 是 
. y(z) = GPa) + C,Q, (z). (7.5.8) 
勒 让 德 多 项 式 也 可 表示 为 下 列 形式 ， 
P,(z) = g Fal D", (7.5.9) 
这 个 表示 式 称 为 罗 德 利 格 公式 ， 


4 LER eR H, , 勤 让 德 多 项 式 也 满足 一 些 递 推 公式 ,重要 的 是 
(n * 1)P, (x) - (2n + DzBP,(z)  4P,4(2) 20, n El, 


(7.5.10) 

(x?—- DP (rx) = nzxP,(x) — sP... (z), nèl, (7.5.11) 

aP,(x) + PLa(x)- =P, (z) = 0, n 21, (7.5.12) 

Plr) = zP"(z)+ (n + 1)P, (z), x Z 0. (7.5.13) 
另外 两 个 值得 注意 的 关系 式 是 

Panl- x) = Pa (z), (7.5.14) 

Patr) =— Ps, (z). (7.5.15) 

A T 3 3 K aS EEEEESZCOLONMKCSESCET/AMUERE Raphi. P. (z) 

ENAR. 


容易 证 明 , 壮 让 德 多 项 式 在 区 间 [ -1,1] 上 组 成 一 个 正 交 函数 系 ,于 是 ,我 
们 有 


| PCz)PnGajdz -0, nm. (7.5.16) 
函数 P,(z) 的 模 | P | 由 于 式 给 出 ， 
! 2 
| Pa 1? = | Eodez = x 1: (7.5.17) 


dL, SERENO RC. S TXEEUTIEALUL EET MAAHERRA 
S piki 
m* 
(1 - 22 - Zay + [n(n +1) " b -0, (7.5.18) 
其 中 m 是 整数 .虽然 这 个 方程 是 与 整数 m 的 代数 符号 无 关 的 ,但 为 了 方便 起 
见 , 我 们 经 常 把 mm 为 正 值 时 的 解 与 z 为 负 值 时 的 解 取得 有 些 不 同 . 
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首先 考察 m 250 BJA. SATEH 
y= (1-a?) u, d x!«l, 
i E ibi Pe Star A 
(1-7 xja - 26m + xa + (n = m)(n 4 m + Du = 0. 


但 是 把 勒 让 德 方 程 (7,5, DAD m 次 所 得 到 的 方程 与 这 个 方程 是 同样 的 . ERI 
比 , 方 程 (7.5.18) 的 通 解 为 
d^Y(x) 


y(z) = (I )7? £—, (7.5.19) 


daz" 
其 中 
Yir) = CP, x) + CQ, (7.5.20) 
是 方程 (7.5.1) 的 通 解 . 
方程 (7. 5.18) 的 一 对 线 福 无 关 的 解 是 由 所 谓 的 第 一 类 连带 勒 让 德 画 数 
P7 (rz) 和 第 二 类 连带 勒 让 德 冰 数 Q™(x) 给 出 的 ,它们 分 别 由 下 面 两 式 定义 : 


P*{x) =(1 - 27)" ee (7.5.21) 
Q(z) -(1 - aia Qala) (7.5.22) 


dz” 
注意 ,显然 有 
Mer) =P,(z), 
V(r) =Q, (x), 
HAE m>n H, Pri TA. 
现在 ,PE; "tz ) 和 QQ "(r EX 
Porge) = (1) palt), 10, (7.5.23) 


(n * m)! ^ 


Q(z) = (DD imos), a9. (7.5.24) 


(n * m)! 
Jr JU 58 — 38 xe dr LE DR PR $K +e 
PHa) 50 - z)’, 
Bl(z) -3x(1- 22), 
Pix) =3(1 - z?). 
第 一 类 连带 勒 让 德 函 数 在 区 间 [ -1,1] 上 也 组 成 一 个 正 交 函数 系 ,它们 的 
正 交 性 和 它们 的 模 可 用 下 面 的 等 式 来 表示 : 


' pm pr atm)! _ 
M (GOPP(x)dz = Qn + DG - m)nw (7.5.25) 
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其 中 
d, ia = Ë, 
Ü = | 
Ü, Min x k. 


等 式 (7. 5.25) 53 (7.55.16) E (7.5, 17) &3 fL BJ. ES, (7.5. 16) 和 
(1.5.17)4&38(7.5.25) 4 m -0 EE AER REDE. 

最 后 还 要 注意 ,P"(zr) 在 区 局 [ -1,1] 上 是 处 处 有 限 的 ,而 Qtz) 在 端点 
z= 土 1 人 是 无 限 的 ,出 现 勒 让 德 多 项 式 的 定 解 问 题 将 在 第 九 章 中 加 以 论 壕 . 


7.6 笛 微 分 方程 边 值 问题 和 格林 男 数 


在 这 一 节 中 ,我 们 要 引进 格林 函数 ,并 用 它 来 表示 常 微分 方程 边 值 间 题 的 


解 . 
首先 在 区 间 |a ,5 上 考察 二 阶 线性 非 齐 次 自 伴 常 微 分 方程 
L[u] =- fiz), (7.6.1) 
其 中 工 = (dddx)[ p(xz)(d/dzx)]+ g(x), 而 方程 具有 的 齐 次 边界 条 件 是 
aju(a) + asu (a) =0, (7.6.2) 
Ab ia (b) + bxu (b) =0, (7.6.3) 


其 中 常数 al 和 au ,Bl 和 o2 都 不 全 为 零 ,很 设 函 数 f Mg Ela b EE, M 
函数 p 在 [a ,6] 上 连续 可 微 且 不 等 于 零 ,我 们 首先 用 下 述 有 启发 性 的 讨论 来 
引信 格林 函数 . 

设 一 根 弦 在 与 时 间 到 关 的 密度 为 A(z) 且 连续 分 布 在 弦 上 的 外 力作 用 
下 ,我 们 把 方程 (7.6.1) 看 成 是 这 根 落 的 平衡 方程 .此 外 , 设 落 受 边界 条 件 
(7.6.2) 和 (7.6.3) 的 约束 . 

令 函 数 GGx E) GR A EF, 工 处 由 于 单位 集中 力 在 点 上 上 的 作用 所 产生 
的 偏 移 ,那么 由 于 均匀 分 布 外 力 /CE)TE SR TE LIRE CE , 2 dé) 上 的 作用 而 在 点 
z 处 所 产生 的 偏 称 为 G(x ,&) A{&)ds. 因为 问题 是 线性 的 ,于 是 根据 登 加 原 
HZA x 处 由 于 连续 分 布 外 力 了 (&) 在 整个 区 间 [a ,65] 上 的 作用 所 产生 的 
偏 移 应 由 下 列 积分 来 表示 : 

az) = | Gle, E) FCEE. (1.6.4) 
函数 GER HE e 3 e dE. ALGO E) E[a.b] ETE 
义 且 连续 ,还 必须 满足 给 定 的 边界 条 件 . 根据 这 个 定义 ,G(x,é&) 是 方程 

Liu] =- f(z) (7.6.5) 
BJ 4 c0 时 的 极限 ,其 中 函数 fj(z) 在 区 间 |z Ele 外 为 零 , 而 在 区 间 
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|z — ¿| <£ 内 满足 下 列 关 系 式 : 
NETTE = 1. (7.6.6) 


因此 ,对 于 一 切 xz 隆 &,G(z ,8) 满 足 齐 次 访 程 
L[u]-0. 
当 之 = 二 时 ,由 方程 (7.6.5) 作 积分 后 得 到 下 列 关系 式 |， 


[| S [p(z)G'(z,e)]dz + | GGG Ed 
S6 £ OT E-E 


Ete 
=- N f(z)dr, 
HJ) 


PDG EDE PG) GG de -- 1. 


如 果 我 们 假设 G Cc ,除去 点 z= 外 连续 可 微 ,那么 当 。 赵 于 零 时 对 上 式 
取 极 限 ,可 得 


Elė 
Èe 


dG(ziellr 1 
dx r-£- E pU 
这 个 式 子 表示 GG. EMT SHEER == EE BERE. 
土 述 这 个 有 启发 性 的 讨论 使 我 们 可 得 出 格林 冰 数 的 严格 定义 ,在 给 定 的 
边界 条 件 下 微分 式 工 [zj] 的 格林 函数 是 满足 下 列 条 件 的 函数 G(x E): 
(1 在 ax , 8&5 内 , 丽 数 CUz, 人 和 它 对 的- 阶 及 一 阶 导数 在 所 有 
z 天 E 处 都 是 连续 的 ; 
Qm Gir, E)E a 和 了 TESB 上 连续 ,而 它 的 一 阶 导 数 在 点 之 =&E 处 
有 跳跃 间断 性 ,其 路 度 为 


(7.6.7) 


dG(x£) 27 _ 1. 
dr z=- pO 


(3)24 £ RE BE, Gr DWE E PIRE pk. Gir, ERA > = ë 
外 是 相应 齐 次 方程 
Llu] = 0 
的 解 . 
有 了 这 个 定义 以 后 ,我 们 就 来 叙述 格林 函数 的 基本 定理 . 
定理 7.6.1 MERA (r) ERN a,b] EEE, WARA 


b 
u(x) = | GDE 
是 下 列 边 值 问题 的 解 


7.6 常 微 分 方程 边 值 向 题 和 格林 阔 数 : 185 ` 


L[u] =- f(x), 
aqu(a) 4 asu (a) = 0, 
bulh) * bu (b) = 0. 
证 明 首先 ,把 ux) z dr LI EI 
u(x) [GG G6 + G(z,z MfG) 


+| (eD - G(z,z Of). 


因为 Gir, HEA EAE, Br I S 
G(x,r-)-- G(r r+). 
TE u GV 
ulr) = CERNE 
再 把 u (ry x d 
iG) eG GO fd + G'(z,z -)f(z) 


+ [GG r(e)de - G'(x,x *)f(x) 


-f'(a ortae 


+ f(x) G (z,z 7) - G '(z,z *)]. 
Kua saa Aik s 14): 
iG. pen (7.6.8) 


=r- 


此 必 变 成 
u'G) = ['G'G.e)f(G)dE - AENG laz +) = G'(z,z -)] 


= [G DAAE- f(z)/p(z),. 


Llu] = p(z)w (x) + p (rju Go) + q(z)u z) 
5- f(z) + ['LoGOG G0 + 2 G6 G6 
+ g(x)G(x,£)]fCa)de 
- f(x) + [LEGIÐ aE. 
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因为 根据 G(x ,#5) 的 定义 ,L[G |]=0, 所 以 有 
Llu] =- f(x). 
再 由 Glir, DPEN u Cr EWEA ERA ARTT Br A RR uC E MEETS] 
题 的 解 . 相 定 理 证 毕 . 
为 了 要 在 以 x = 为 分 点 的 两 个 子 区 问 上 表示 格林 函数 , 令 

、 当 E < z<, 

Glz.) = Calz), ua ser < ë, 0.6.9) 
其 中 G, 和 G 都 是 连续 隆 数 ,由 CUz ,6 的 连续 性 条 件 , 必 有 
G,(8,8) = G;(£,£), 


mig AE C. 6.7) 8 


类 似 地 ,如 果 取 & 为 变量 ,我 们 就 可 定义 
[(Gi(z,8, `a < É < z, 
G8 736 Gs ie), M z < £ < b, (7-6-11) 
其 中 G1 和 G, 都 是 连续 函数 .于 是 , 必 有 
Gj(x,x) = Gx, 7r). 
由 条 件 (7.6.8) ,还 可 推 得 
dG tsat _ dG; 


dz nOD i -Tee -r E) " 
_ 1 
^») (7.6.12) 
[57.6.1] 3$ — S x 1 38 CR LER ÉCEE DELI P RE BJ 18 Fe Sy E BU) 
jo = Ü, (7.6.13) 
u(1) = 0. 
对 于 固定 的 &, 格 林 国 数 GÓC T£) EO «6,6 r< 1 内 满足 相应 章 次 方程 
G = 0, 
并 满足 边界 条 件 l 
G(0,£) = 0, 
G(1,#) = 0. 


A5 EU E 
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. un" 
(GOL = 5 
现在 如 果 我 们 选取 G( x 8) ,使 得 
(Giir, $) = (l-r), Mézirxl, 

) 7 | Gx,8) = z(1-£), 0r gE, 
就 可 看 到 在 区 间 Srg E<r< 内 ,有 GG =0. 还 有 

G4(1,£) =0, 

G3(0,£) =0. 


G(x,£ 


此 外 ， 

Gi(x,8)-G»(r.8)--&£-(1- 6) -- 1, 
这 就 是 获 度 一 17pté&) 的 值 ,因为 在 这 和 神情 涡 下 p —1. AHEM 7.6.1, iE 
《是 在 Gtz, 引 中 的 变量 , 边 值 问题 (7.6. 13} 的 解 是 


ulz) =| G(x,8) (6)dé + l'ec.orcas 
-[l'a- eae + [a - ese 
Ü x 


= 0 一 r’), 
容易 直接 验证 a (z ) 确 是 边 值 问题 (7.6.13) 的 解 ， 


7.7 格林 函数 的 构造 


从 上 一 节 的 例题 中 看 到 ,只 要 适当 选取 格林 函数 ,我 们 就 能 立即 得 到 边 值 
问题 的 解 .- 因 此 , 求 边 值 问题 的 解 实际 上 是 要 确定 这 个 边 值 问题 的 格林 图 数 . 
我 们 现在 通过 构造 略 林 函 数 的 方法 ,证 明 满足 给 定 边界 条 件 的 L[ uj] 的 格林 
函数 是 存在 的 . 

首先 假设 满足 齐 次 边界 条 件 (7.6.2) 和 (7.6.3) 的 相应 齐 次 方程 只 有 零 
解 , 如 例 7.6.1. 我 们 构造 方程 

L[u]-0 
满足 边界 条 件 
ajula) + asu (a) = Ü 
KIEF ulr) FARAH Ciail(x) 是 这 种 解 的 最 一 般 的 形式 ,其 中 C, 是 任 
意 常数 . 
同样 ,我 们 构造 方程 
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LÍu]-0 
满足 边界 条 件 
biu(b) + bou (b) = Ú 
的 非 零 解 wo(z) ,因此 Cynuotz) 是 这 种 解 的 最 -~ 般 的 形式 ,其 中 C, 是 托 意 常 
数 .于 是 uu GE YE uox HER BIGG ,5) 内 存在 且 是 线性 无 关 的 . 因为 ,假如 它 
们 线性 相关 ,那么 u = Cno, 这 就 是 说 41 TE rca 和 x = b 处 都 满足 边界 条 
件 .这 与 我 们 假设 齐 次 方程 在 齐 次 边界 条 件 下 只 有 零 解 相 矛 盾 ， 
因而 ,格林 函数 可 以 取 下 列 形式 : 
GG Dci 当 a < <: < ë, (3.14) 

; Calul), SE rxb. 
因为 GG, DEA z= £ tht, LA 

Calul) — C I(ë)u C£) = 0. (7.7.2) 


再 由 G M — ERTO ARER AE ERE 
和 (ze = GGG) - GGWwiUD =- zi: 


01.7.3) 
对 C, 和 C» 解 方程 组 (7.7.2) 与 47.7.3), 得 到 
B 一 ualé) 

Ci) ` p(8)W(ui,uai gy (7.7.4) 
_ — wi(€) 

C2(é)  p(8)W(u uzg)’ (7.7.5) 


其 中 Wu u2:; EI wy 和 wz 的 朗 斯 基 行 列 式 , 即 
Wu, us; É) = uj( £)u3(£) — ual uté). 
这 两 个 解 是 线性 无 关 的 ,所 以 朗 斯 基 行 列 式 不 等 于 零 . 现在 证 明 p EWC, 
u2;) 是 一 个 不 等 于 零 的 常数 . 
因为 ulr) 22 人 xz) 都 是 相应 齐 次 方程 的 解 ,所 以 有 


CM + qu; =Ü, 
(pu) + qus = 0. 
以 ua 乘 第 一 式 ,以 ui 乘 第 二 式 , 并 相 碱 ,得 到 
Hu X. pui) — ug X (put) = 0. 
上 式 可 以 收 定 成 下 列 形式 ， 


7.7. R^ ERE) TNS * 169 ， 


二 [plan - usu1)] = 0. 


积分 可 得 
pluiuz — usui) = C, 
其 中 性 是 常数 ， 
国 此 格林 函数 鸭 
— ui x)ux£)/7C, 23 a < += ë, 
Gs = £ uleule, Nase 0709 
FÆRT A] F AEM. 


定理 7.7,1 RAFKO FUR SERIE AET. 6.1) 
一 (7.6.3) 的 格林 函数 是 存在 并 且 惟 一 的 . 

Feb eR PRESE ERE E BHEN ELSE IR CLAIRE 2J 8 15). 

[57.7.1] 考察 边 值 问题 


« (0) = 0, (0.7.7) 


WE L[u]o d (u')*u-0X u(0)-0 MM 
uj(r)-— singz, (= x < ë, 
而 满足 L[a& ]= 0 K z(z/2)=0 的 解 是 
ulz) = osr, £ < + <: 
TE Hj 3I 5 的 关 斯 基 行 列 式 为 
W(ui;uss£) = uj(&)u5(8£) — u( £)u3(£) — - I. 
因为 在 这 种 情形 下 疡 =1, 所 以 公式 17.7. 的 变 为 
sinzcosé, 2 0 = zr = Ë, 
Gx,é) = ss; MEX < 
ES E (BEC E (7.7.7 2 9) 8 E 
«GO =| Gl riae t locos 


DD 在 齐 次 边界 条 件 (7.6.2) 和 (7.6.3) 下 求 方程 (7.6.1) 的 相应 齐 次 方程 的 解 的 问题 
称 为 相应 齐 次 边 值 问题 . 
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x wL 
3i coscsinéd£ + 上 sinz cos£d£ 


=— Í + sinz + cosx. 
虽然 在 公式 (7.7.6) 中 吕 以 看 到 格林 函数 G r, EI z ME EXPERS LR 
下 面 我 们 还 要 单独 给 出 格林 冰 数 对 称 性 的 证 明 ， 
定理 7.7.2 边 值 问题 (7.6.1) 一 (7.6.3) 的 格林 函数 是 对 称 的 , 即 
G(x,&) = G(£,x). 


证 有 明 考察 格林 函数 
G= Gíz,£), 
Hz G(z,n), 
HP ace gb. BIS L EB TERT AURA kur r 3k i B s * = 
GL[H] HL[G] = $[p(HG-HG)] — (1.7.8) 


是 成 立 的 .注意 到 GEHE 
L[G]-0, L[H] = 0, 
HE, RIE 


d rr] — 
dzt PHG HG')] = D. 


PEREKA a.g] [8,9 RI wy,5j 上 积分 ,得 到 
pl(HG- HONE + p(H'G - HG')|# + p(H'G - HG')I? = 0. 
展开 上 式 并 重新 整理 ,可 得 
pDGG, [IH (8-,9 - H'(ë +,0)] 
+ plEIH(E DIG (£4, - G (€ -,0)] 
+ Bp GG, 8LH'(g-g) - H'(go.] 
+ BGDHOsDGG *,) - Giy- .6)] 
+ [p(z)(H'G - HGO = 0. (7.7.9) 
因为 G 积 五 满足 同样 的 齐 次 边界 条 件 , 所 以 上 式 的 最 后 一 项 为 零 .由 于 G 和 
五 除了 分 别 在 点 z= 上 和 点 zz= ?外 处 处 连续 ,我 们 就 有 
G'(5*,£) - G'(9 -,£) =0, 
H'(&-,) - H' (£4.59) =0 


G(£*,6) - G'CéE —,£) - - 1⁄p(8), 
H'(9*,5) - H (n —,9) 2 p). 
Ej I 35 (07.7. 0) EO 


7.8 广义 格林 函数 mu 


G(g,£) = HLE, p), 
根据 H 的 定义 ,由 上 式 即 可 推 得 
GCy,&) = GCE, 9). 
本 定理 证 毕 . 


7.8 广义 格林 隆 数 


在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 曾经 假设 相应 齐 次 边 值 问题 只 有 零 解 . 但 是 ,情况 
并 不 一 定 如 此 .如 果 相 应 齐 次 边 值 问题 有 非 零 解 ,那么 方程 L[u ] = 0 WE Bi 
个 边界 条 件 之 一 的 任何 解 也 将 满足 另 一 个 边界 条 件 , 因 此 格林 函数 不 存在 . 
借助 下 面 的 定理 (了 略 去 证 明 ) ,我 们 引进 广义 格林 函数 , 它 适合 于 与 有 非 零 
解 的 齐 次 边 值 问题 相对 应 的 非 齐 次 边 值 问题 ， 
定理 7.8.1 非 齐 次 边 值 问题 
X [p(z)u'] + q(x)u =- f(z), 
aqu(a) + au (a) = Ü, 
biu(b)+ byu (b) = Ü, 
am 
ulz) = [GU EAEE + Au D, (7.8.1) 


TEE 
| (ya i(8)a8 = 0, (7.8.2) 


其 中 A 是 常数 ,而 xi(z) 是 相应 齐 次 边 值 问题 的 非 零 解 .函数 GG, ERA 
广义 格林 函数 , 它 是 方程 

LIG] = Cu(r)u(é) (7.8.3) 
除去 在 点 z = £ MR, HWER AIT ,其 中 C 是 任意 非 零 常数 ,此 外 ， 
G(z,E) 在 点 x 一 8 处 连续 ,而 G 0z, 旨 除去 点 工 = 二 外 处 处 连续 ,在 点 工 = 二 
AEG Co, PAREA — 1/p (EO BUBEEKX. G(xz,&) 还 满足 条 件 


b 
| GG Dui z)az = 0. (7.8.4) 
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7.9 本 征 值 问题 和 格林 毅 数 


利用 格林 函数 ,与 本 征 值 问 题 有 关 的 微分 方程 可 以 用 一 个 积分 方程 来 代 
# 如 果 这 个 积分 方程 的 解 是 确定 的 ,那么 本 征 值 问题 也 可 解 . 

为 了 署 出 这 一 点 ,我 们 考察 微分 方程 

Lilal+as(tx}atie} = g(r), (7.9.1) 

其 中 是 一 参数 .假设 go) BEBE REC LM s( =) IF BES IS 3 H 
假定 LL 1 满足 齐 次 边界 条 件 {7.6.2) 和 (7.6.3) 的 格林 函数 是 存在 的 .那么 
EB f OM As(Cx)u(Gx) -g(rz), 由 公式 (7.6.4) 就 立即 得 到 下 烈 积 
分 方程 


ula) = A| Gle, D Ouled -| Glede, (1.9.2) 


这 个 积分 方程 和 微分 方程 (7.9.1) 是 等 价 的 . 因此 求 微分 方程 (7.9.1) 的 解 的 
问题 和 求 积分 方程 (7,9.2) 的 解 的 问题 是 等 价 的 . 
在 上 述 积分 方程 中 ,假如 s(x) 不 是 常数 ,我 们 就 可 看 到 

Gic ,&)s(8) 天 G(CE,x)s(x). 
因此 这 个 积分 方程 的 核 就 不 是 对 称 的 .为 了 能 得 到 对 称 核 ,我 们 引 和 新 的 未 知 
pod 

vlz) = /s(z)u(z). (7.9.3) 
把 由 上 式 给 出 的 a(x) 代 入 积分 方程 (7.9.2), 可 得 
vlz) = | Kee, Eoleg 一 | Ktz,8) ED ge 

a a Vf s(E) 
F h 

K(x,&) = V s(x)s(£)G(x,£) 
和 Gtz,5) 一 样 共 有 对 称 性 ， 


就 齐 次 方程 
L[u] * àsCx)u(z) = 0 (7.9.4) 
来 说 ,我 们 有 对 应 的 齐 次 积分 方程 
ula) = Al Gi ostoucoae. (1.9.5) 


利用 变换 (7,9.3) BU ZEE (7.9.5) UB P FIDE A: 
ulr) = [KG e)v(8)4, (7.9.6) 
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其 中 (x,$) 是 一 对 称 核 .因此 可 以 应 用 对 称 核 积 分 方程 的 定理 (参看 柯 朗 和 
希 尔 伯 特 著 的 《数学 物理 方法 》, 第 一 卷 (有 中 译本 ,科学 出 版 社 ,1958 年 )) ,得 
到 微分 方程 (7.9., 1) 的 解 ， 

我 们 现在 来 叙述 一 个 确定 下 列 非 齐 次 微分 方程 边 值 问题 解 的 定理 : 

TE 7.9.1 


S [p(z)u (z)] + [atx) 十 ASCr)]u(x) = gír), 


jasu(a) + azu (a) = 0, (7.9.7) 


(bulb) + bu (5) =D. 
Ë AI 42.43 i EAMT RAA EAA E EIE , Ca), uale) ualr) E 
Ez XE LN RAE R. 
(1) 如 果 AZA n BB A 不 是 本 征 值 ,那么 边 值 问题 47.9,. 人 对 任意 gz) 有 
惟一 解 . 
(2) 如 果 = 大 ,那么 边 值 问题 47.9.7) 有 解 , 当 且 仅 当 
| :zjaatz)g(z)dz = f. 


此 外 ,如 果 函 数 Ax) 有 连续 的 --- 阶 导数 和 分 自 连 续 的 二 阶 导 数 ,又 满足 
边界 条 件 , 那 么 F(z) 可 以 按 这 个 本 征 函 数 系 展 开 为 绝对 且 一 致 收 伍 的 级 数 


f(r) = > on Ga, 


其 中 
b " 
ce = | s(z)/(z)ay(z)4z/] s(x)ui(r)dz, k —1,2,3,-. 
这 一 定理 的 证 明 可 参看 柯 朗 和 和 希 尔 伯 特 著 《数学 物理 方法 》 


3] m 
1, üE F $U E| i EE] 8E x 0E 2T (8 REIS 32 E ER GE PR; 
u” *Àu-c0, 
e) a(0) =0, ulm =0; 
(b) a *àu-Ü, 
u(0)-0, u'(1)-0; 
(c) u +àÀu =Ü, 
° u'(00-0, a (w)=0; 
(d) ia cT Au — D, 
u(0)T- u (02720,  u(1)-—0. 


2. 求 下 列 周期 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 本 征 值 和 相生 函数 
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(4) | u^ + Àu = 0, 
° lu(- Daul), ú (-1)= w(1)i 
(b) u tÀu-Ü, 
u(0)= s (2z), a (0 = (2m; 
| ^ + Au =0, 


v) lut) - ul). u (0) u’ (m). 
3. E FF P 38 - xs ^R [8] RET E RE B E p : 


ua ctu T(1+A)u=0, 
(2) 

[a(0)=0, a(1)70; 

Iu t2u + (1* Ju —6, 
(b) RARE 

1u(0)—0, u (1770; 

|u 7-34 * 3(1 c A) 70, 
(e) 


|u (0)=0, u/(1) -0. 
4. 证 明 如 具 ¿(r ) SQ wtx) 是 施 图 姆 - 刘 维 汞 问题 


LOS + [etx) t as(z)]a = 0, 
aula) * aruih) + azu (a) + aqu (b) = D, 
byu(a) + bulb) + bs (a) + bau (5) = 0, 
的 两 个 线性 无 美的 和解 ,那么 vw 和 忆 ERA a,b] 上 带 权 函数 stz) 正 交 . 
5, 求 下 列 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 本 征 值 和 本 征 函 数 : 
ztu taru + Au=0, 1<x<=e, 
u(D-0, wte)=0; 
(b) fier telnet —-1€zx«l, 
u(-1)-0, u(l1)70; 
(lt ru” +201+ ru t34u-U, Ü«cr«l, 


(e) u(0)-0, a(D^0 
6. ix FX AER hk Bl M3. SE ZR 8)REE BJ PEE be EE AA ñE ERE ; 


ytu tau +A =Ü, D< r<1, 


(a) 


(e) u(1) - 0, lim |u(z)|< °, 
(b) u Au=0), Orco, 
u(0) =0, lmla(z)|<@. 


7.(a HEB] A, 2 n(n r DE S Bri 8 E 
ZU 7 zu] àu = 0, -1«€z«l. 
满足 有 界 性 条 件 
lim |u(r)i« c 
B A TE BRE Ptz) 对 应 的 本 征 值 ; 
(WEA J. CAx ) E UL si TR 


Jd 


LEN 一 (= - Ax ju =0, 0< z< 1, 
Jb t der 
ull) = 0, lim } u(z) |< æ 
的 本 年 函数 ,其 中 s 是 固定 的 实数 . 
8.(a) 把 函数 
f(x) = sinz, Ü < z = 
按照 下 列 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 : 
# tàu =Ü, 
u(0) =Ü, u(mD-uimn-0 
BJ DE BS $r RRN; 
(b) oR EC 
f(r)^ z, 0= x= = 
按 下 列 施 图 姆 -加 维 尔 问 题 ; 
u + àu = O, 
a(0)—0, == (m) = Ü 


的 本 征 函 数 系 展开 的 级 数 展开 式 . 
9. 求 下 列 边 值 问题 的 格林 函数 : 
() Lu] 2 a" 0, 

a la(0)-0, «(1)=0; 


Llul-zcw tu =D, 
Cb) u(1)-0, lm|u(z)]< ve; 
(O L[ul-- z2)a -2zw' =0, 
&(0)-0, “(1)=0; 
=u ta = a ; 
- IL[e] = u" *a^u-0 ( 是 常数 ) 


lu(0)-20, «(1)-0. 
10. 解 下 列 非 齐 次 方程 边 值 问题 : 


(a) K tu-l, Ozz«l, 
° u(0)—0, a(1)=0; 
I tue, 0<x<1, 
(b) | _ ; 
lu(0) 20, 4 (1)20; 
u'--—|nz, 0<z<1, 
(c) 


a(0-0, ull) +2u(1)=0. 
L1. 解 下 列 初 值 问题 ， 

£ -u-x, r»l, 
u(1)-1, 4(1)-6; 

r'u A ru tu=snr, r0, 


4(0)—0, u (O=O. 


(a) 


(b) 


NU 


12. 求 下 列 边 值 问题 的 格林 两 煞 ， 
(a) lu =- fix). 
'u(0) 70,  u(1)—- au (1370; 
(I-zx?9)u -2xu'—- fiz), 
(M) Lim lan con 
(O ma tu c — fx). 
° Lu (1) 7 0, Jim lu(z)] < e. 
13. 把 下 列 微分 方程 问题 化 为 等 价 的 积分 方程 : 
(a) u tàÀu-Ü0, 
i «(0-0, u(D-0; 
u +Àu =Ü, 
(C (ael, «(0)-0; 
d f 1 
(c) fast ] + (- L«ar]a -0, 
u(0) 70, u(1)=0. 
14. 证 明 条 件 
dG UU. 
da TE) Lll — px 
和 条 件 
dG "LES 01. 
dz p(ë) 


是 等 价 的 ,其 中 G(z,E) 是 格林 函数 ， 

(提示 :如 果 我 们 交换 变量 E 和 ,那么 区 间 (a,8) Ë 
的 对 应 部 分 也 必须 改变 , 见 图 7.4.) 

15. 证 明 微分 式 


Llu]= (CE )tp Gov] + GO 


的 格林 函数 是 惟一 的 . 
(提示 : 设 存在 两 个 格林 函数 Gl, EAM Hx, 

E) ARER ES Kir, = G(x,6) - Hix, £).) 
16. WREN g(z) 和 s( ORERE a b] EXE 

A MEA pl Ela b] L — K kn CLIE 2, F 3 


(a,b) 


AERAR REI p C 


(ñb) 


E 7.4 


Vui t iS n] E A [REL] EET PRO TE [ a b] EAK BS3R s(x) 正 交 : 


S [Pty] r[q(z) + as(z)]u = 0, 


[autant] | - eee] ,=0, 


[cy + capu ] _-。 = Ü, 
其 中 alt ai750, bi + 320, c] + cil, d] + d2770. 


t- 


[die + dapu |,-6 = 0, 


j d 


17. 如 果 下 列 施 图 姆 - 剂 维 汞 问题 : 


f 
E d C) à =Ü, D< +< a, 


r dr 
pta + cau (2) = f. 
im uir) < 0 
FA 2E üE 96 I JA (E 
m ru (r) = D, 


证 骨 当 cl 和 es 都 是 实数 时 ,所 有 本 征 值 也 都 是 实数 
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第 八 章 ”椭圆 型 方程 边 值 问题 
8.1 椭 图 型 方程 边 值 问题 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 已 经 讨论 了 初 值 问题 和 初 边 值 问题 . 在 这 一 章 中 ,我 
们 将 研究 边 值 名 题 ,在 数学 上 , 边 值 问题 必要 找 出 一 个 满足 已 知 偏 微分 方程 和 
FEA ZR HEBR AA. 而 从 物理 上 说 ,这 个 问题 是 与 时 间 无 关 的 , 它 只 含有 空 
间 坐 标 , 正 像 初 值 问题 常常 是 与 双 曲 型 全 微分 方程 相 联系 的 一 样 , 边 值 问 题 是 
与 檐 圆 型 偏 微分 方程 相 联系 的 .但 和 解 初 值 问题 有 很 大 不 同 , 解 边 值 问题 比较 
困难 .这 是 由 于 物理 上 要 求 边 值 问题 的 解 必须 在 全 部 定义 域 上 获得 ,而 初 值 问 
题 在 局 部 范围 内 的 解 , 比 如 说 在 很 短 时 间 内 的 解 , 还 是 有 物理 意义 的 ， 

本 书 所 讨论 的 n TARE ri, rz,…，zx 的 二 阶 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 形 


AX 
21s mV. = Flrirar sat sis, ). (8.1.1) 
一 些 著 名 的 椭圆 型 方程 是 : 
A. 4E 32€ 
Vu = 0; (8.1.2) 
B. HAF 
Vu = glx), (8.1.3) 
其 中 
g(z)== g(Zi,Z2,77, T.) 
C. 3E 3E 
Vu + Àu = 0, (8.1.4) 
其 中 中 是 正 的 常数 ; 
D. SX 
V^u c [A — g(x)]u = 0. (8.1.5) 


在 这 一 章 中 ,我 们 不 讨论 一 般 的 构图 型 偏 微分 方程 .我 们 将 介绍 二 维 拉 普 
拉 斯 方程 的 一 些 最 简单 的 边 值 问题 ， 

让 我 们 首先 定义 调和 函数 .如 果 一 个 画 数 与 它 的 一 阶 和 二 阶 导数 都 在 区 
X D 内 连续 ,而 且 它 在 D 内 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,那么 这 个 函数 就 称 力 在 区 威 
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D 内 的 调和 函数 . 

这 里 可 以 注意 到 , 央 为 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 齐 次 方程 ,所 以 调和 函数 的 线 
Vesti er d de DR ES C. 

1. 第 一 边 值 问题 

犹 利克 菜 问 题 : 求 一 个 函数 u(r y). CE D PREVEDE BR C T H 98 E 

u = f(s)， 在 B 上 ， (8.1.6) 

其 中 f(s) 是 在 区 域 D 的 边界 BB 上 给 定 的 连续 函数 , 是 分 段 光 滑 的 简单 闭 
HE B 的 内 部 区 域 . 

汐 了 更 清楚 地 描述 这 个 问题 ,在 物理 上 我 们 可 以 把 犹 利克 莱 问 题 的 解 & 
解释 为 :在 一 不 含 热 源 和 热 汇 的 物体 内 的 稳 恒 状态 的 温度 分 布 ,而 在 所 有 边界 
v ERA RERE. 


1. 第 二 边 值 问题 | 
BRERA CRAB ulr y), EE D 内 是 调和 函数 ,而 县 满足 
Ze — f(), EBE, (8.1.7) 
其 中 
| fGas = 0. (8.1.8) 


这 里 符号 3w/9n 表示 在 边界 B 上 的 外 法 向 导数 ,而 后 一 个 条 件 (8.1.8) 称 
为 相 客 性 条 件 ,因为 它 是 方程 只 zx =0 和 条 件 (8.1,7) 的 一 个 结果 ,这 时 解 < 
可 以 解释 为 : 当 经 过 边界 的 热流 量 给 定时 ,在 … 不 人 富 热 渐 和 热 汇 的 物体 内 的 稳 
杠 状 态 的 温度 分 布 ， 

在 这 种 情况 下 , 相 容 性 条 件 在 物理 上 可 以 解释 为 : 流 过 边界 的 总 的 热流 量 
DMEF. 

3. 第 三 边 值 问题 

混杂 问题 : 求 - :个 函数 az,y) 它 在 万 内 是 调和 上 旺 数 ,而且 满 足 


E+ hs =0， 在 B 上 ， (8.1.9) 
n 


HoP A(s)z20, R h(s) 关 0. 在 这 个 问题 中 , 解 x URRA: EE OP EUR 
热 汇 的 物体 内 的 稳 醒 状态 的 温度 分 布 ,而 热 晤 从 边界 自由 散发 到 温度 为 零度 
的 周围 介质 中 去 . 

4. 第 四 边 值 问题 

劳 乎 问题 : 求 一 个 函数 xfzryy), 它 在 记 内 是 调和 函数 EIE BB 
不 同 的 部 分 上 ,满足 不 同类 型 的 边界 条 件 .含有 这 种 边界 条 件 的 例子 是 
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u = fis), 在 B, E, 
8.1.10 
94 = fats), fk B5 上， ) 
其 中 B= BUB. 
边 值 问题 1 一 4 称 为 内 边 值 问题 ,这 种 内 边 值 问题 和 另 一 种 外 边 值 问题 
在 下 列 商 个 方面 是 不 同 的 : 


(1) 无 穷 远 可 看 作 是 外 问题 的 边界 的 … 部 分 ,但 无 穷 远 边 界 不 同 十 普通 边 

界 . 

(2) 在 无 穷 远 处 ,外 间 题 的 解 必须 满足 一 个 附加 条 件 , 即 解 在 无 穷 远 处 要 
RRA R. 


8.2 最 大 值 和 最 小 值 原理 


在 我 们 证 明 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 狭 利 殉 莱 内 问题 的 解 的 惟一 性 和 稳定 性 
定理 前 ,我 们 首先 证 明 最 大 值 和 最 小 值 原理 . 

定理 8.2.1 (最 大 值 原理 ) 假定 函数 ulr. XE EIE D 内 是 调和 
的 ,并 且 在 DD= DUB 上 是 连续 的 ,那么 在 DD JP B 上 取得 其 最 大 值 . 

在 物理 上 ,我 们 可 以 把 这 个 原理 解释 为 : 既 没 有 热源 也 没有 热 汇 的 物体 的 
温度 在 物体 的 表面 上 取得 最 大 (或 最 小 ) 值 ;此 外 ,不 含有 任何 自由 电 苟 的 区 域 
上 的 静电 势 也 在 区 域 的 边界 上 取得 景 大 (或 最 小 ) 值 ， 

证 明 R u EBR 上 的 最 大 值 是 证 .让 我 们 现在 假定 1 在 DD 上 的 最 大 值 
HERB 的 任何 点 上 取得 .那么 MED 内 的 某 一 点 Po xo, yo) ERES X 
值 ,如 果 Mo= uxo yo) OR u TED 内 的 最 大 值 ,那么 My 必须 也 是 u TED 
上 的 最 大 值 . 

E SX PROC 
Mo- M 

8R? 


[(z — ra)2+ Cy — yo)], 
(8.2.1) 


v(r,y) = ulr, y) + 


其 中 点 Plr, pE D Emi R EES D 的 一 圆 的 半径 ,注意 到 
v(xo,y0) = utro,y0) = Mo, 
H# B E 


D RAER ulr, y), KE DU B 外 是 调和 函数 ,而 在 边界 B 虐 满足 给 定 的 条 
忻 ,这 样 的 定 解 问题 称 为 拉 普 拉 斯 方程 的 外 边 值 问题 . 


8.3 惟一 性 和 稳定 性 定理 - 181 : 


v(z, y) < M + (Mo - M)⁄2 = 3(M + My) < Ms. 


于 v(x,y) 像 x(x,y) 一 样 , 必 在 D AR- Hlin ,v1) 上 取得 最 太 慎 .在 这 
点 上 ,内 ww 的 定义 可 得 
(My - M) (Mo-M) 


Vas t Uy = uz T+ uy + TE = IR? >0. (8.2.2) 


但 因为 o ER y) ERRRRKE, MEXA EMA 
vu LO, vy LÀ. 


因此 在 这 点 上 ,可 得 
U Uy =< Ü, 

上 式 与 式 {8.2.2) 矛 盾 . 因 此 u 的 最 大 值 必须 在 B 上 取得 . 本 定理 证 毕 . 

定理 8,2.2 (最 小 值 原理 ) 如果 函数 utz,») 在 有 界 区 域 DARAM 
的 ,并 自在 DD=DUB 上 是 连续 的 ,那么 u TED 的 边界 B 上 取得 其 最 小 值 . 

证 明 把 上 面 的 定理 应 用 到 调和 函数 一 w(x,y) 上 去 ,立即 可 得 到 证 明 . 
本 定理 证 毕 ， 

上 面 晤 个 定理 对 函数 = 常数 是 显然 成 立 的 .因为 这 时 & 是 调和 二 数 ， 
ECER DAAE B 上 取得 相同 的 值 . 


8.3 惟一 性 和 稳定 性 定理 


定理 8.3.1 (惟一 性 定理 ) 如 果 狄 利克 莱 问 题 的 解 存在 ,那么 解 是 惟一 

BJ. 
证 明 设 uj (x, y) fI ux , y EBORE SE [RT RE B I T RE ,那么 ui Hl us 
满足 
Vu:20, Vu; 0, EDA, 
uj —f, u= f, 在 BL 上 . 
BW u A us 在 口内 都 是 调和 的 ,所 以 uj- x; 在 口内 也 是 调和 的 ,但 
#1 一 #2 二 0， 在 B 上 ， 
根据 最 大 值 和 景 小 值 原理 ,在 D. 的 所 有 内 点 上 有 
uq — u = Ü. 
TERME 
"HERR 

因此 解 是 惟一 的 .本 定理 证 毕 . 

定理 8.3.2( 净 定性 定理 ) 犹 利克 菜 问 是 的 解 连续 依赖 于 边界 条 件 . 
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人 =0， 在 了 内， 
ui fi # B E 


ire -0, EDA, 
u; fo, EBE. 
如 果 w= ui uo AA 2 ME 
ie: = 0, # DW, 
v= fi- f, EB E. 
BUB EC DECRE] MELIRER, fi 一 fo EB 上 取得 vw 的 最 大 值 和 最 小 值 .因此 如 
&|Ifi- file ,那么 
-E < van & v vg < e, 在 日 上 . 
于 是 在 D 的 任意 内 点 上 ,我 们 有 
— £ < in S U S Vma < E. 
MAE D |x i < =. Bi 
| uy — ua |< e. 
定理 8,3,3 Biu, EE D 内 调和 并 且 在 D 上 连续 的 一 个 函数 序列 ,又 
设 fiu EB 上 的 值 .如 果 [w| 在 B 上 一 致 收 合 , 那 么 |u,} 在 D 上 也 一 至 
SR 
证 明  dREBULICITED b—3u5 Sx. T ROSE IERCA AER e0, FEE 
整数 N ,使 得 当 nm N 时 ,在 B 上 处 处 有 
| fç, fm ZE 
T4 HddexETERE HEU] I, RA n, > N 时 ,在 口内 处 处 有 


| u, 一 En Í< e. 


因此 定理 得 证 . 
8.4 圆 的 狄 利 克 莱 问 题 
1. 内 问题 
我 们 现在 将 证 明 匮 的 狄 利克 莱 问 题 的 解 的 存在 性 ， 
这 个 狼 利 克 莱 问 题 是 
MN M ra, (8.4.1) 
u(a,0) = fO). (8.4.2) 
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用 分 离 变 是 法 ,我 们 找 并 程 的 下 语 形 式 的 解 ; 
u(r.8) = RCr)8(8). 
把 这 样 的 解 代 人 方程 (8.4.1) ,得 
QR R 9 


r R UR ` À. 
ER UE , CARE] F ERES T 5 W 2 p Fu 
rR 1 =R -AR = 0, (8.4.3) 
@ + ÀA@ = 0, (8.4.4) 


由 于 函数 a 的 单 值 性 ,要 求 B948) 具 有 周期 条 件 6000 = 0n) A 9 (0) 

— 8 (2x), Duo a «0 PHS A SEE RE. 24 4 二 0 时 ,我 们 有 
u(r,0) = (A + Blgr)(C8 4 D). 
因为 当 一 0+ 时 (注意 点 了 =0 5 ROGA DIN a d)uge co, Xf fiu 
[Er —0 处 是 有 限 的 ,必须 日 =0。 为 了 使 u 是 以 2r 为 周期 的 男 数 ,还 必须 有 
C=0. 因 此 当 A=0 时 , 解 wokr,9)= 常 数 。 当 A>0 时 ,方程 (8.4.4) 的 解 是 
@(9) = Acosy AB + Dsin v A. 
由 局 期 条 件 可 推出 
JA = x (n = 1,2,3,-). 
方程 (8.4.3) 是 欧 拉 方程 ,所 以 它 的 通 解 是 
R(r)-C" + Dr ^. 
EAM r0 BP, p ooo ,为 了 使 在 -=0 处 是 有 限 的 ,必须 D -0. T EAE 
得 到 方程 (8.4.1) 的 一 系列 特 解 
a, (7,0) = Cur" (A, cosi + B sinnô) (n = 1,2,3,0). 
六 此 方程 (8.4.1) 的 解 可 以 写成 下 列 形式 : 
u(r,8) = 2 十 > (7 ] Cancosnð | b,sinnÓ), (8.4.5) 


共 中 常数 项 a472 Xo À =Ü 时 的 解 , 且 a, Rib, 都 是 常数 . 令 po =r/Aa ,我 们 
有 


u(p,0) = S + Y e Ca, cosn0 + b sinni). (8.4.6) 
a= 1 


我 们 先 形 式 上 次 定 这 些 待 定常 数 apa, Ma, T E u 满足 边界 条 件 
《8.4.2) ,应 有 
u(1,8) = > + S Ca, cosnf + b,sunnO) = f(8). 
"— 
因此 a, 15, 就 是 FUCO) BR ER np ARE, BD 
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2x 
an = ir f(8)cosnüd8 (x = 0,1,2,7-), 


(8.4.7) 


1 [= . 
b, = i[ f(8)snn8d8 (n = 1,2.3,--). 


T 
下 三 我 们 要 证 明 , 当 /(9) 是 连续 函数 时 ,形式 解 a(p,9) 在 0<<p<1 内 
是 调和 的 ,并 且 满 中 边界 条 件 . 
首先 由 于 假设 函数 f(9) 是 连续 的 ,所 蔬 数 列 a, FG b. 都 是 有 界 的 ,如 存 
在 常数 M 0,1 
Ja (< M, tarl < M, b, l< M (n= 1,2,3,:--). 
丁 是 如 果 考 察 由 下 式 定义 的 函数 序列 | |; 
u,(p,0) = g'(a,cosnÜ + b sinnt), (8.4.8) 
我 们 有 
Du, 1 209M, 0= o= po < 1. 
Es t gi PL P3 Bit 8T PL DRE DER F CCS 4.6) — ROCHE. 
其 次 把 u, 对 7 BEAT SEA Ososcosc 1 BUR 
Ju 
Jr 


= M * l(q cosn8 + b sinnô) 
<2 LP M. 

于 是 可 见 把 级 数 (8.4.6) 对 r 逐 项 微分 所 得 到 的 级 数 在 上 述 闭 回 区 域 上 也 一 

致 收敛 .同样 ,我 们 可 以 证 明 把 级 数 (8.4.6) 对 r 和 8 逐 项 微分 两 次 所 得 到 的 

级 数 , 当 0sSÇ oso < 1 时 都 是 一 致 收 伍 的 ,因为 级 数 (8.4.0) 的 每 一 项 都 是 凋 

和 尔 数 ,又 因为 上 面 的 级 数 都 是 一 致 收敛 的 ,因而 有 


1 1 
Vu = uy Tj —u, + ua 
r r 


e n-4 
= 3) (a,cosnó + b,sinnB)[ n(n — 1) + n — 2] 
2-1 € 


=0, Ü= p= pO < 1. 
所 以 函数 ulo, 0) TE DX, Oo 1 的 任 一 内 点 上 是 调和 的 .现在 剩 下 的 是 要 
证 明 u TEIL ERGAB f(8). 
把 傅 里 叶 系 数 a, 与 56, 代 人 式 (8.4.6), 由 于 级 数 的 一 致 收敛 性 ,所 以 求 
和 与 求 积分 的 次 序 是 可 以 交 撞 的 ,于 是 可 得 


2x 


ulo) - 3| ftue c iDo 
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2m 
. | f(r)[cosnreosn0 + sinarsinza0 Jdr 


= 到 | [i 十 9 p cosn (Ü ~ r) |fCe)dr. (8.4.9) 


M Qc RNA 
l+ 2 S Le'eosn (8 — z)] =] + N foio + pore i=) ] 
d 1-1 


NP CNN 
1- pe à? ]- pe ^ T} 
2 


1 TE 
e 7 — pe VAT +p 
o dE 


1- 2pcos(8 — c) + p? 


EPP ; 


因此 ,得 


1 1 i-p? 
u(p,8) — J " 1 — 2pcos( 0 _ r) p Cre (8.4.10) 


这 个 公式 称 为 治 松 积分 公式 ,而 等 式 右边 的 积分 称 为 图 的 泊 松 积分 ， 
现在 如 果 F(0)=1, WA AREAS SEC (8. 4.9), 34 Oc 1 BE (o, 8)—1. 
Té E (8.4.10), 18 


l= Lf” — t 0l dr 
2 0 l| — 2ocos(0 — r) + p 
当 0<<o<1 时 ,由 此 可 得 


L[^ 1 — 2 
f(6) = >J, 1 —2pcos(0 — r) 十 "Ir. 
因此 ,我 们 有 


_ 1 [> U- LF- FO, (8.4.11) 


n (p, 0) 7A) = xl, 1- 2pvosC 0 _- r) + p 
因为 (OEREO, 2r] l: E — 38 S it, Pr T IE E 3 E B) e 20, FEE 
S Se), 使 得 当 10-rl< 8 时 ,可 推出 | 六 的 -Fr se. 18 cz, 
只 要 g-r#2nsnln=0,1,2, 4), RA 
. 1 — _ 
lim 1 — 2pcos( 8 — r) 十 p B 
换 杀 话说 ,存在 po, EIME] A- c1 220 382,5 Oszoscog C 1 BI, 8 


D. 


l- _ 
1 — 2pcs(8 - r) = pi € t 
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因此 由 式 (8,4,10), 得 
Lao, 人- Ke) < | l- p?) | f(8) - Cr) "m 


ié-ci28. 1 — 2pcos(8 — r) + p 


1 (1- 9) | fC) - fir) | 
Em 1 — 2pcos(8 — r) + p° dr 


1 
Xa 2ne[2 max | (0) 1] + P= * 27 
Sell +2 max 1 f(6) 1], 


于 是 推出 
lim au(p18) = FD) 
g*l- 


对 6 是 一 致 成 立 的 .所 以 我 们 便 得 到 下 面 的 定理 . 
3ERE 8.4.1 (图 的 狄 利 克 莱 问 题 )】 存在 且 只 存在 一 个 调和 函数 u(r,8) 
取 给 定 的 连续 边 值 所 全 .这 个 函数 为 


l 
uD = 去 | 4 — cue (8.4.12) 
或 
u(r,0) = = T + 255 Cascosnt + b,sinnÜ), (8.4.13) 


KP a, Qi ta Uo AM. 
当 0=0 时 , 治 松 积分 公式 (8.4.10) 变 为 
u(0,8) = u(0) = | F(r)dr. (8.4.14) 


这 个 结果 可 以 表示 为 下 面 的 定理 ， 

定理 8.4.2 (中 值 定理 ) ”如果 函 数 x 在 某 一 赔 内 是 调和 的 ,那么 < TET 
心 的 值 等 于 x 在 圆周 上 的 值 的 平均 值 . 

2. 外 问题 

像 上 一 医 一 样 , 圆 的 狂 利 克 莱 外 问题 也 不 难 解 的 .对 于 外 问题 来 说 , 当 
r 一 co 时 ,2 必须 是 有 界 的 . 这 个 问题 的 解 是 


u(7,8) = ° + e. > (s ) (ascosn0 + b,sinnO). (8.4.15) 
利用 边界 条 件 u(a,0)— 2 得 到 
f(8)- 34 D cosnb + b,sinnf). 
因此 ,得 到 
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=L” f(r)eosnrdr (n —20,1,2,---), (8.4.16) 


b, -l["fCOsinnedr (n = 1,2,3,77-). (8.4.17) 
把 上 面 的 a, Ab, 代 人 式 (8.4.15), 可 得 
2k = # 
utr.) = il [ «2x2 cosn (0 — r) | /(r)dz. 


与 式 (8.4.9) 比 较 , 可 看 到 圆 的 狄 利克 莱 外 问题 和 内 问题 的 解 的 惟一 差别 是 以 
o "Oben" BREL o1 时 , 解 的 最 后 结 iç 


1 
zp,0) = Lf” EOC OPEP jf(r)de. (8.4.18) 


8.5 MARIKA 836 a] gi 


圆 的 狄 利 克 莱 问 题 可 以 自然 推广 为 圆 环 的 犹 利克 莱 问 题 , 即 


Viw=0, MrrXn, (8.5.1) 
uiri) = f(8), (8.5.2) 
u(r;,0) = g(0). (8.5.3) 
另外 ,由 于 xfr,9) 必 须 满足 周期 条 件 ,因此 f(0)# g CO) tu HEU 20 为 周 


期 的 函数 . 
和 圆 的 狄 利克 莱 问 题 一 样 , 先 求 方程 (8.5.1)} 的 所 有 可 以 分 离 变量 的 非 零 


特 解 . 当 )=D0 时 ,得 到 
uír,80) = (A + Blgr)(C89 + D). 


Hu MEE. S C-0. FE ulr, DEH 
ug( r,80) = 2 十 igr, 
其 中 a4,22AD, 5s - 2BD. 
M A 20 时 ,可 以 推出 
YA=n (n = 1,2,3,."), 


于 是 得 到 的 解 是 
us (r,0) = (Cu + Dr " )CA,cosnü + B,sinn0). 


因此 ,方程 (8.5.1) 的 解 是 
u(r,8) =J (a + bolgr) + > [(a," + b, ")cosnü 


(C088 ， PAE BHO RE ERR] RR 


+ Cour" + dar sinnô], (8.5.4) 
其 中 a,b, c, Md, 部 是 常数 . 
科 用 边界 条 件 (8.5.,2) 和 (8,5.3), 得 到 上 面 这 些 系数 为 


I 2r . 
ag + bglgri = 1j fir)dr, 


x 
< anri to, = L|. f(r)esnzdr, (8.5.5) 


cl d, = 1[ (r )sinnzdr 


和 
1 2x 
äg 十 bolgr; 一 if g(c)dr, 
a, bur; = l , 8(r)eosnrdr, (8.5.6) 
1 2 
crib adr” = 1| g(r)snnzrdr. 


于 是 可 以 确定 常数 agi bosas b, , c d, Un —1,2,3,77). EE BIFE BA A rë 
3E IRURE ARE Hr (8. 5.4) — (8.5.6) 8 3A 28 H. 


8.6 圆 的 庄 依 曼 问 题 


1. 内 问题 

考察 下 列 庄 依 曼 内 问题 : 
Vu = 0, r < K, (8.6.1) 
s - du = f(0), += R. (8.6.2) 


在 确定 这 个 问题 的 解 之 前 241r EIC PAIS RE 8 REER H. 
在 格林 第 二 公式 
| wa - uV uds = NE zu — 3. Jàs (8.6.3) 
中 , 取 w=1, 使 得 在 局 内 Yev=0, 且 在 B ESE - 0. EC 
9 
k - n J ds. (8.6.4) 


jExt(8.6. 8008.6. 2456 A 35 (8.6.4) ,得 
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[fas = 0, 
上 式 也 可 号 成 下 列 形 式 ; 
R| Aoda = o. 
像 圆 欧 狄 利 克 莱 内 问题 一 样 , 拉 普 拉 斯 方程 (8,6.,1) 的 解 是 
ulr,0) = E : > I (a, coskÜ + b,sin&0). 
把 上 式 对 , 微分 并 利用 边界 条 件 (8 6. 2) ,得 到 


SR. 8) = J RRt l(a,cosk0 + b;sink0)  f(6). 


k-1 


因此 系数 4; #lb, 为 
2 
HE 一 al Fr)coskrdr (k = 1,2,3,."*), 


b -Lal )sintrdz (k = 1,2,3,4) 
kT Lage rJSnecddz 一 ijsje] . 
注意 ,由 相 容 性 条 件 (8.6.6), 因 此 
| Andr = 0, 


FEA AR 六 6) 只 有 在 上 式 成 立时 , 才 可 能 展开 为 级 数 (8.6.8). 
把 a, f 5, PAG. 6.7) 4531 


u(r,8) = 2-5/[E j o A) cosk (8 — c) | fCe)dr. 


利用 恒等式 
一 Afi 十 p — 2pcos( ê — r)] 
其 中 e= r/R ,那么 解 取 下 列 形式 ; 


op 


E 


1l 
na 


k-1 


u(r,8) = ^ 一 NES 2rRcos(8 — z) + r£? ] Fr)dr， 
(8.6.10) 


p osk (8 一 r), 


(8.6.5) 


(8.6.6) 


(8.6.7) 


(8.6.8) 


(8.6.9) 


这 里 根据 式 (8.6.6) ,我 们 已 消去 对 数 竺 号 后 面 方 括号 中 的 常数 因子 -5 


2. 外 问题 
考察 下 列 诺 依 蝇 外 问题 : 
| —0, r>R, 
Ju du 
24773, ^ (0), r = K. 


(8.6.11) 
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"x 
u(r,0) = S + |. lg| K7- 2rRcos( 8 — r) + £^ | f(c)dr. 


(8.6.12) 
8.7 EJE RIKA] S6 38€ [Bj BR 
首先 考察 定 解 问题 
Vu = u tuy = 0, Lra, 0<y<b, (8.7.1) 
uCxr,0) = Fr), (8.7.2) 
` u(x,6) = 0, (8.7.3) 
ia (0,y) = ü, (8.7.4) 
lu(a,y) = 0. (8.7.5) 
我 们 找 方程 (8.7.1) 的 下 列 形式 的 解 : 
u(r,y) = XCix) Y( S). 
把 uGc S MXAGRUE BERE 485) pil PET CE ZEE 
X -iX-0, (8.7.6) 
Y +AY = 0, (8.7.7) 


KB À 是 分 离 常数 .因为 在 z=0 和 xz=a 处 的 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ,为 了 得 
到 本 征 值 问题 的 非 零 解 ,我 们 选取 1 = — a? HP T >0. 
A EK 18 PAESE RI. 

X + a?X = 0, 

[X(0) — X(a) - Ü 
的 本 征 值 是 

a= (n -= 1,2,3,--), 

mR ni B4 BEES XE sin(nzx/a). 因此 ,有 


X,(x) = D,sn . 
a 


JH REC. 7, DERRE 
Y(y) = Ceoshay + Dsinhay, 
但 我 们 可 把 它 写 成 下 列 形式 : 
Y(y) = Esinha( y + F), 
Rm £E=(D2- C2)U2 F= Zatanh C/D). ARR TF HIA E 9 E 


8.7 HEERA A pi " Di- 


u(x,b) = X(x)Y(5) = 
可 得 
Y(5) = Esinhe(5 + F) = 0, 
因此 对 于 非 零 解 , 有 
F--b, Ez. 
于 是 我 们 有 
Y,Cy) = E,sinh "it — b). 
H TGPERG.71) GA PRTEC. 7.3) — (8.7. 5) BB EE ER FE $ UC , Er AA HE 
加 原理 得 解 
u(xr,y)- Yansin t sinh 7Z(y - b), 
RP a, = LE, 现在 利用 非 齐 次 边界 条 件 ， 得 
u(z,0) = f(x) = 2 ansinh (= a jsin TE, 
这 是 -DREHER , AH 


一 了 A . 
in — Er dz 
a 


于 是 形式 解 为 


V sinh "ni =y) Anz 
ulr, y) = 2/2; - anb sin ; (8.7.8) 


a 


其 中 
M = 2 | f(z)sin BEZ4;. 
为 了 证 明 形式 解 (8.7.8) 确 是 定 解 问题 (8.7.,1) 一 {8.7.5) 的 解 ,首先 注意 
到 
sinh le — y) _ mw -ea ¿nw ,_ ”| 
sinh 27E l-e * 
a 
Ce me 
其 中 CERN REAR r EARE, RIA 


" 2 |: 
la, «2 | f(x) | dz = Cs. 
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TAM y 实 yp>0 时 ,级 数 wx(z,y) 以 收 合 的 常数 项 级 数 
> Me oo (M = 常数 ) 


为 其 优 组 数 ， 因此 级 数 ul (r,y)M RETETE >0 BP— Sx S. Br) 
ulr EATER LREN, HAWEZI «(0,) 7 u(a y) 7 u(,5)-0. 
现在 把 ur 微分 两 次 ,得 到 


QA H6; _ 

` z Í AT 2 sinh a (b y) . ART 

usc xy) — > Ud, uü anb sin a7 
n=1 sinh — 


把 u 对 y 微分 两 次 ,得 


2 sinh (p — y) 
sinr a . ARE 
uy x,y) = MR (27) EE RE 
a s 


显然 ,us 和 ww 的 级 数 都 以 级 数 
Mts Ze -anya (M* 一 常数 ) 


为 其 优 级 数 ,因此 对 任意 0< yy x b, xz 和 zw 的 级 数 当 Üzrsa,ygS yo 
ER E — Sic EO. Bu RT. xx 和 zy 都 存在 , 且 w 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 

现在 剩 下 要 证 明 w(x,0)= f(z). 设 函数 f(x) 在 区 间 [0,a] 上 连续 , 且 
了 (x) 在 [0,a] 上 分 段 连续 ,另外 如 果 f(0)= f(a)=0, 那 么 函数 FC ) B 48 H 
叶 级 数 一 致 收 合 .在 xz:3) 的 级 数 中 取 y=0, 得 到 


u(r,0)- LE i sin HE, 


因为 u(x,0)— SOR SET. f(x). 我 们 写成 对 任意 给 定 的 s>0, 总 可 找到 王 整 
XN, mun NL AEA 
| s 7,0) — s, (2,0) 1 e, 
其 中 
" sinh F(b — y) 
Ss Cr, y) — Maj 一 一 


n-l 


— ——— sin A, 

si p 226 a 

我 们 也 知道 (riy) -s(x ,yy) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 和 在 x=0,x=a,y=6 
上 指 边 界 条 件 .那么 根据 最 大 值 原 理 ,在 区 域 0 委 z 委 ai,0 委 y 委 上 上 , 当 m, 
n > N, 时 也 恒 有 


8.8 泊 松 方程 的 狼 利 克 芋 问题 . 193 ， 


| sm (x, y2 — s, (x. y) |< &. 
于 是 ulr, y Ex DG p ne. AERAR z (x, v EKR OS 
r&ua,0m yb 上 连续 .所 以 得 
u(r,0) = > assin = f(x). 
zi 


于 是 证 得 形式 解 (8.7.8) 是 定 解 问题 (8.7. 0) — (8.7. 5) Bf. 
矩形 的 : 般 狭 和 元 莱 向 是 
Vu=0, lra, Ü«y«b, 
[en = fix), ulz, b) = flr), 

u(0,y) = Aly), u(a,y) = fay), 
ni] VA Hl 4r RUMOR [9 GR 9) 7 ERSE, H rj 4 AER In] Ë FR 8 -A 
齐 次 边界 条 件 LT CR I 3 FACE ELTE REDI BS ñ BJ 3k A sa 38 [8] E — 
样 , 可 确定 每 个 定 解 问题 的 解 ,然后 把 四 个 解 相 加 ,就 得 至 矩 形 的 一 般 犹 利克 
3f IH] AR PAL RE 


8.8 PAD FE WAKA ya 38 [ET i 


XERE KRR TEL Et EAA 3E [e] REO R, 24 CHOSE Pp 36 Dr Br y E 
FATA RI sa 3⁄ la] RR PETER D 26 IS INTE , 它 的 解 是 可 以 立即 得 到 的 ， 
考察 泊 松 方程 
Vu = us tuy = f(z,y), EDA, 
带 有 条 件 
u = g(x.y), EBE. 
假设 解 可 写成 下 列 形 式 : 
u = v+ w, 
其 中 o 是 泊 松 方程 的 特 解 ,而 w 是 相应 齐 次 方程 的 解 , 即 
V^ o = f, V? w =0. 
当 w — B tE 5 , 狄 利克 莱 癌 题 
M = f, EDA, 
w--vwtg(r,y) ÆBE, 
的 解 就 可 确定 . 当 Arzr,y) 是 地 次 多 项 式 时 , 求 特 解 的 通常 方法 是 找 一 个 有 待 
定 系数 的 x +2 次 多 项 式 形式 的 解 ， 
作为 -个 例子 ,考察 扭转 问题 
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u(0,y) = 0, u(a,y) = 0, 
u(x,0) = 0, u(xr,b) = 0. 
4 = w+ 也, 现在 假设 v 具有 下 列 形 式 : 
v(r,y) = À + Br + Gy + Dr? + Ery + Fy2. 
把 它 代入 上 述 泊 松 方程 ,得 
2 12F = 一 2. 
满足 这 个 方程 的 最 简单 的 方法 是 选取 
D--1, F=), 
而 其 余 的 系数 都 是 任意 的 .因此 我 们 可 取 
v(r,y) = ar- zz’, 
使 得 在 z=0 和 zz=a 两 条 边 上 变 为 零 ,然后 由 下 列 定 解 问题 中 求 w: 
Viw=0, <ra, 0< yx b, 
w(0,y) =- v(0,y) = 0, 
wí(a,y) =— v(a,y) = 0, 
w(x,0) =- v(r,0) =- (ax — z?), 
wrb) =— vr,b) =- (az — r’). 
I 8.7 市 的 狄 利克 莱 问 题 一 样 , 求 得 的 解 是 
w(r,y)7 > [a cosh zy + ó,sinh mayja | ZR. 


n=] 


利用 非 齐 次 边界 条 件 , 得 到 


[==] 

— . : 
wlr, 0) = — (az — z2) = S asin Pu 

n=1 


[st «o 0c rca, Ücy«b, 


w(r,b)--(ax- z’) 


b . . 
= (we "A + b,sinh nab ja MEO 
=1 


; a 
由 此 可 得 
an = 二 | (z? - ax)sin UE dg 
0, — Ma 是 偶数 ， 
EAM 
和 


8.9 矩形 的 诺 依 曼 问 题 


FE ,我们 有 
1 — cosh ZŠ k. 


.. ATÈ 
sinh — — 
a 


EE D ARIE A r EE B ACRI sa 3 [Ul 88 Bi E A 


u(xr,y) =zla- x) 


b, = 


Er 
di ==1 sinh(2n — 1) zb 

x= 

sn(2n — 1) P 
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这 里 我 们 将 讨论 诺 依 学 问题 
‘Vw = 0, 0€ zx«a, 0< y, <), 
u,(0,y) = fiy), 
urlas y) = foly), 
u,(=,0) _ COP 
(u (z,b) = gala). 
在 这 种 情况 下 ,必须 要 满足 的 相 容 性 条 件 是 
| ee - G2 de: + | TAO) - G1» = 0, 
假设 解 的 形式 为 
u(x,y)- ulz, y) + w(x.y), 


这 里 ,函数 uw1(zr,y) 是 定 解 问题 
Vu=0, 0<r<a, 0<y<h, 


A9, y) = 0, 3 (a y) = Q, 

2ui - gu, - 

3, 00 = gilr), By (z,b) = gx(z) 
的 解 ,其 中 gi 和 g; 满足 相 容 性 条 件 
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T 
a 


sinh(2n — 1) b= + sinh(2n ~ 1) 7 


(8.9.1) 
(8.9.2) 
(8.9.3) 
(8.9.4) 
(8.9.5) 


(8.9.6) 


(8.9.7) 


(8.9.8) 
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Flete) — gtr) dr = 0. (8,9,9) 


PREX. utzyy) 是 定 解 问题 
Vu,-0, Lra, 0<y<5b, 


J du 
3.40. y) - fi). "MO = hon. (8.9.10) 
du» 2u 


3. (G,0 20, 3 (z,b) = 0 
y y 
的 解 ,其中 f 和 f; Tš E RL TE $£ PF 
| LAG) - f(y ldy = 0. (8.9.11) 


这 样 , 解 a Cr, y) uon, y ) BAR RT UL SR E BS, m R ZR F(8.9. 9) 
《8.9.11) 也 保证 条 件 (8.9.6) 是 满足 的 ,因此 问题 就 得 到 解决 . 

可 是 ,用 这 种 方法 得 到 解 是 相当 受 限 制 的 ,因为 条 件 (8.9.6) 一 般 不 能 推 
Ie HE (S. 9.9) IR fF (8.9.11). E k hin, A E T vh B 7r 3E 18 LAE 
形 的 诺 依 曼 问 题 的 解 是 不 可 能 的 . 

为 了 得 到 一 般 问题 的 解 ,一 些 学 者 提出 下 而 的 方法 ， 

假定 我 们 设 解 的 形式 为 


(cu) 0). Y XG) (8.9.12) 


其 中 X, (z ) 7 cos( nnzx A/a) 是 本 征 值 问 题 
x + AX = 0, 
X (0) = X (a) = 0, 
对 应 于 本 征 值 4 Canay 的 本 征 函 数 . 那 么 由 式 (8.9.12) ,我 们 知道 


Y, (y) -Zf uz) X GOdz 
=2) ule, y)oos Edr. (8.9.13) 
ar aü 
把 方程 (8.9. 1) 的 两 边 乘 以 二 cos(nxzr/a) ,并 从 0 到 。 对 x 积分 ,得 


ANC 十 u )cos ^ dr = 0, 


Bp 


" 2 z nr 
Y, + | u,,cos dr = 0. 
aio a 


对 | 式 作 分 部 积分 并 利用 边界 条 件 (8.9.2) 和 {8.9.3), 得 
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Y? - (z) v, = Ey), (8.9.14) 
其 中 
FQ) = ELAO) = (= DHO). 
方程 (8.9.14) 是 一 个 常 微分 方程 , 当 一 1,2,3,… 时 , 它 的 解 可 以 写成 下 列 形 
X. 
Y.Cy) = A,cosh ^7 十 B, sinh Y 
Z PF, sin 8, - r)dr. (8.9.15) 
系数 A. REB, 可 由 下 面 两 个 边界 条 件 确 定 ; 
ANTE 


Y,(0) = 2l ux Os ~> dx 


a 


= 二 | NAAT 

um Ei jcos 1 dr, (8.9.16) 

Y;(5) = gus nar. (8.9.17) 
ajo a 


3 n=0 B, FE. 9 142 BUE ROS 
Yu = Zino) - hiy)h 
因此 
> 2p B 
Yo = a aale) 户 (r)jdr + C, 
其 中 CC 是 积分 常数 ,对 2 =0 IRAE 9.16), 18 
一 2 n God. 
于 是 ,我 们 有 
; _ 22117 _ a . 
Yoly) = 4 bac fx(r)]de e si(zjdz| 
因而 
PLAC) flr) lde + f Gods | 
0 I.T JIT T o! = T}. 


Yob) = $ 
midx.9.17) ,我 们 有 
YO) = 2] glada. 


由 上 面 两 个 Yoto) 的 表达 式 ,可 得 
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[LAG - fiiy) dy JA ~ ga(x)]dz = 0, 
这 是 矩形 的 诺 依 曼 问 题 (8.9. D) ~(8.9.5) 有 解 的 必要 条 件 . 
jJ «u 


1. 在 二 维 倩 形 下 ,把 诺 依 虹 问 题 化 为 犹 利 克 东 问题 . 
2. 利用 代 摘 r=ict(i= w -1), 把 波动 方程 
Ha = cu tut us) 
化 为 拉 普 拉 斯 方程 
u= + uy uus uu == V2u = Ü, 

FAHRER ERRARE BOOK UP BOISE FEBRUAR ,这 里 假设 w(xr,8,z,r) 是 与 
z 无 美的 . 

3. UE I REC u(r, ERR Osce Os ist 内 满足 热传导 方程 

u, = Ru. 

MA u RAE: 0 F. sk TER 1-0 5 z= 1(0S ELIO) EXOSCK (B ux T PEB Ea IS 
Mts BUS E K AB DE SR. 

4. 证 明 在 平面 上 处 处 是 调和 的 ,并 且 有 上 界 或 有 下界 的 函数 必 是 常数 ,这 个 定理 称 为 
xU REG. 

5, 证 明 庶 恢 曼 问题 


的 相 容 性 条 件 是 


其 中 B EDRDES. 

6. WAWR- KEMA 

P = Art + Bzy + Cy + Dyz + Er? + FErz 
WES 
E-2-(At*C), 
那么 它 是 调和 的 ,并 由 此 得 到 
P = A(x^- z2) + Bry + C(y2 — 22) + Dyz + Fzz. 
7. EARR E 
M --f, EDA, 


g 
EET EBE 
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题 


B. 确定 下 列 各 定 解 问题 的 解 ; 
fe 1<r<2, a<r, 
u(1,0)—sn8, u(2,0)-0, 


(a) 
Lu(»,0)-0, u(r,n) -0; 
viu-0, 1<r<2, D<6<x, 

(b) pano u (2,0) - 0(8 — x), 
u(r,0)-0, u(r,n)70; 

w =Ü, I€«r«3, on, 

(yl,0)=0, wu(3,0)=0, 


uir D —(r-1)r—3), “(r£ )=0; 
u=, 1<r<3, DIERA, 


(d) u(1,8)-0, u(3,80)-0, 
u(r,0) 70, u(r E) ü). 
9. 解 定 解 问题 


u(a,8) = F0), u(b,0) = 0, 0=6=a, 
u(r,0) = plr), u(r,a) -0, a= r= 5. 
10. X ELSE e SU RF E RS RE. 
11. 解 定 解 问题 
M =Ü, Ü< +< a, D< 8 < mx, 


eco a< rub, 


u(r,0) 20, uir,n) = 0, 
u(a,6) = C8. (CEK). u0, 有 界 . 
12. 解 定 解 问题 
utu =Ü drda, 0«60«a, 
[tro =Ü, u(r,aa)-0, Ox r= a, 
u(a,80) = f(8), «O, DER. 
13. 求 下 列 狄 利 殉 莱 间 题 的 解 : 
V =—2, r<a, 
u(a,0) = 0. 


14. 解 下 列 定 解 问题 ; 


u=, l< r <2, 
(a) u, (1,8) 7 sinB, 


dir} 
| uL (2,0) - 0, T 
[" =0, 1IXrz2, 
(b) u,(1,8)7 0, 


Qs x.2m. 
a, 0)= 6- x, CURE 
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15. 解 定 解 问题 
Via =0, a<r<b, 
faen = f(8), D= 0 = 2m, 
a (5.0) = gl, Ü x 8 slm, 
其 中 


| fé t | mu = Ü, 


16. 解 半圆 盘 的 劳 绊 问题 
Vu —-0, r« R, 0<8< x, 
[sn = 8,0; 0 = x, 
u(r,0) — 0,  u(r,n) = 0. 
17. 解 定 解 问题 
中 
ion z0, u(b,80)- f(8), 
u(r,0) =Ü, u(r,a) = 0, 
8. 确定 下 列 混 订 边 值 问题 的 解 ; 
vVu-0, r< R, 0«8«2z, 


wk 


19. WW r Pl EB 


u,(a,0) — hu(a,0) = f(0), 
u,(b,8) + hu(5,8) = g(0). 
20. 求 下 列 诸 依 虹 问题 的 解 : 
Yu 一 Si， 
u,(ri,8) = 0, uhraa = 0. 


eo a < rx b, 


21. 解 劳 平 问题 


u(ri,0) = 0, 
u(r2, 0) = Ü. 
22. 解 下 列 狐 利克 莱 问 题 ; 
VÀy-0, 0<x<1, O«xy«l, 
(a) | 


" =- r2sin20, cq r < r>, 


u(z,0)=x(z-1), u(x,1)-0, 

u(0,) 70,  u(1,5270; 

vu=0, 0<x<1, 0<y<1, 
(b) emo u(x,l)-sinzr, 


u(0,5)-20, afl, y)=0; 


椭 图 型 方程 边 革 问题 


u,(R,O0) + hu(R,0) = f(0) (h ERK). 


ubc,0)-0,  u(x,1) 70, 
u (0,3) — (eos E 2 -1)ex EP, CL y) 70; 
Y =Ü, pe cel, oc < 1, 


uCr,0)—-0, u(Cr,1)-g. 


[,(0,y) = O, atl,y)= sinzycoer y. 
23. BE FF gr PK S in] ER : 


Viu-, oz) O< yr, 
Q7 (5-3). ue) 20, 


E O< r< 1, yai, 
[at 
| 


(d) 


^ pent 09070, wtr, rn)=0; 
vu=0, rán, Ü< ym, 
«El (0,y) -0, u, Gr y) 72e, 

uy x,0)2 0, uw, Cr m) 70; 
Viu-0, D<x<x, O< m, 

o D y)=0, n(xy)=0, 
uy(x,0)—7 cor, ulr) 70; 
Y u=), O€«r€z, Q<y<x, 

(d) uu (0, y) 50, un, y) — U, 


ay 2,0) - 0, — run) = 


24. 一 长 为 a, 宽 为 的 矩形 落 板 中 的 稳 恒 状态 鲍 温 度 分 布 所 满足 的 方程 为 
Vaan = 0, Oc xa, Oc y« b. 
设 在 r=0 H-0 LIEBE AREHSGE RE TE r= a 的 一 边 上 绝热 ,在 y-058—321 E S8 ESSE 
的 ,而 在 y= 上 8 的 一 边 上 热量 可 以 自由 散发 到 温度 为 等 度 的 周 图 介质 中 去 , 即 这 一 问题 的 
过 界 条 忻 为 
u(D, y) = 0, 
u,(a, y) = 0, 
u(z,0) = f(x). 
uy(xr,5) + hu(z,b) = 0. 
试 确定 板 的 温度 分 布 . 
25. 解 犹 利克 莱 问 题 
Vu--2y, OÜ« r«1l, 0< x< 1, 
(«to =Ü, u(ly)-0, 
u(zr,0)-0, u(r,l)-O0. 
26. HEHA MEA r-0,v-0 f y=a zr 三 边 组 成 ,其 中 a dE ORIS 
x) b 3T mp f EC fto A P LOSS E (E ES VADER B8 C. 
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27. sk FP VE tk S [p] RR B 38 : 
Viu = r2- 2, Ü ra. Ü< y<a, 
[sos = 0, ulay) — 0, 
Lu Cx, 0) = 0, uy co) = Ü. 
28. 解 第 二 边 值 问题 
Vu = Ü, Ücc«l, 0< y< 1, 
u,(0,y) — hu(0,y) 2 0. th 是 常数 )， 
u, CL, y) 十 ha(1, y) = 0, 
z, xr 0) - hu(Cr,0) = 0, 
us, 1) + hu(r,l) = 0. 
29. 确定 下 列 定 解 问题 的 解 : 
Vui, xz Ü< y< x, 


u(0.y) = D, 
u in, y) = D, 
u,(z,0) = 0, 


us Cr uan) *ohu(x,x) = f(x). 
30. Ri P USER E B] 8805860 EA A 
Vu-f, EDH, 
n =g, ÆBLE. 
31. E] FIR B R SOR F #i S ft [8] g8 J E: 
ina & DW, 


d 
Fn + hu = g, #B.E. 
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多 于 两 个 空间 变量 的 定 解 问题 的 讨论 要 比 两 个 空间 变量 的 定 解 问题 的 讨 
论 观 加 复杂 ,在 本 章 中 ,我 们 将 介绍 许多 带 有 各 种 边界 条 件 的 高 维 问 题 . 


9.1 立方 体 的 犹 利克 莱 问 题 


在 立方 体内 的 稳 恒 状态 的 温度 分 布 册 下列 拉 普 拉 斯 方 可 描述 ， 
Viu = Hu T Wy t uu 00, Ü X z< nO X y< nU < z < n. 
在 立方 体 表面 上 的 温度 除了 在 表面 z=0 上 之 外 ,都 保持 零度 , 即 边 界 条 件 为 
u(0,y,z) = ulr, yz) = 0, 
u(r,0,z) = u(x,m,z) = 0, 
u(r,y,x) = 0, 
u(r,y,0) = f(z,y). 
用 分 离 变量 法 ,假设 解 的 形式 为 
u(r,y,z) = K(z)Y(y)ZUz). 
把 这 样 的 解 代 入 拉 普 拉 斯 方程 ,得 到 
XYZ+ XYZ+ XYZ = 0. 
上 式 除 以 XYZ ,可 得 


Y 
因为 这 个 等 式 的 右边 只 依赖 本 =, 而 其 左边 不 依赖 于 = ,所 以 两 边 都 必须 等 于 
常数 ,于 是 有 


同样 ,我 们 有 


因此 ,就 得 到 下 面 三 个 常 微分 方程 
X - uX = 0, 
Y'—(A-,0Y = 0, 
Z + ÀZ = 0. 
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利用 边界 条 件 , 可 以 得 到 X 的 本 征 值 问题 
X” -pX = 0, 
ko = X(x) = Ü 
的 本 征 值 是 
g=- m,m = 1,2,3,75, 
而 对 应 的 本 征 函 数 是 sinpzr， 
类 似 地 ,可 得 的 本 征 值 问题 
Y -(A- Y = 0, 
Y(0) = Y(z) = 0 
的 本 征 值 是 
À-g--n,n-zi2,,-, 
TE Jor ET AE PCR: sinny， 
FD A = — (m2 + n?) ETIE Z”+ AZ =0 满足 条 件 Z0) 7018 
解 是 
Zomi) = C, ,sinh m? + nln- z). 
于 是 拉 普 拉 斯 方程 满足 齐 次 边界 条 侍 的 解 具有 下 列 形 式 : 
u(r,y,z) = >° 2, asa sinh V m^ + n?(x — z)snmzsinny. 


m-ina 


利用 非 齐 次 边界 条 件 ,形式 地 得 到 


w c 


f(x.y) = > >emsinh(rw m2 + n^ )snmzsinny. 
于 是 这 个 二 重 傅 里 叶 级 数 的 系数 为 

asinhr V m? + nè = erp für ,y)sinmzsinnydrdy. 
因此 ,立方 体 的 狄 利克 莱 问 题 的 形式 解 可 写成 下 列 形式 


u(x,y.z) = » 355, sinh m + n(x— z) 


m? + n? T— zl. . 
! ; ;  sinmrsinny, 
m=1n=1 snhr v m“ +n 


其 中 


bo, = aQ,sinhz V m? + n?. 
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[49.2.1] 考察 不 带电 的 圆柱 体内 的 电势 z 的 问题 ,这 时 电势 ¿ 满足 
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拉 普 拉 斯 方程 

Viu uu + Tu, 3 hug + aa = 0, 

Ura, Kzal, Ü< B < )2x. (9.2.1) 
设 圆 柱 休 的 侧面 + =a MER: ERR. BH, E. MEFE = = 0 


上 ,电势 是 已 知 的 ,其 边界 条 件 为 
u(a,0,z) = u(r,0,1) = 0, 


u(r,8,0) = f(r,0), (9.2.2) 
其 中 fla, 9) =0. 
设 解 的 形式 为 
u(r,0,z2) = R(r)0(0)Z(z). 
把 这 样 的 解 代 人 拉 普 拉 斯 方程 ,得 到 
R^ + ig. ^ 
Ro 5 S =- A =À. 
而 且 由 此 可 得 
因此 我 们 就 得 到 三 个 常 微分 方程 
ZR +rR -(A + 4)R-0, (0.2.3) 
B+ u8 = 0, (9.2.4) 
Z” *AZ-0. (9.2.5) 
利用 周期 条 忻 , 可 以 得 到 和 (的 的 本 征 值 问题 
@ + aÜ = 0, 
je = Qn, 
@' (0) = @ (2x) 
的 本 征 值 是 


pnm, n= 0,1,2,., 
而 对 应 的 本 征 图 数 是 sina coni. TE 
&,(0) = A,cosnÜ + B sinnô. (9.2.6) 
假定 i 是 负 的 实数 , 设 4= -e Kn 520 BIHIFZU)-0,2/8(9.2.5) 
的 解 可 写成 下 列 形式 : 
Z(=) = Csihf(! - z). (9.2.7) 
AERDIGE EER £= pr, TE(9.2.5) EA 
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g S rE RAE- 2)R = 0. 
这 个 方程 是 s MUERTE, CHERE 
R() = DID) + EY, (6), 
其 中 上 MY, 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 阶 贝 塞 尔 函 数 ,用 原来 的 变量 表示 ， 
我 们 有 


R(r) = DJa (Br) + EY, (Br). 
因为 Y,(Br) 在 r=0 EER, BUE STRE —0. 55h, RIF R(a)=0 
SOR 
Jæ) = 0. 
XT 8E nz0, LAFER TUER px. E iX Ek IF 2 PU HE ER BRE DT 
无 穷 序列 ,我们 有 
0 
因此 ,得 
Dun = Gas Za. 
所 以 
Rar) = Donn anma) - (9.2.8) 
于 是 解 最 后 具有 下 列 形式 : 


u(r,8,2) = >° DT, (2 Z) Gus coond + b sinn) 
g-Üm-l 
ii- z) 


* sinha,,,, 1 


为 了 满足 非 齐 次 边界 条 件 ,要求 有 
f(r,0) = >: Xs [aus r ](a, esa + b,,,SinzÜ ) 
" 1 


-üm- 
* Sinha pm L 
a 
因此 ,系数 anm E brn N 


Gik 一 


— 1 
a2sinh | Agm +) [Ji laom) 1 


e :8)]Jo (aon " Jade ; 
2 


een 
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a [2n 
-| fir, Dal ay r )cosnôrdrdð, 
04 n a 


2 


b mA 
ra2sinh{ om L JU, em ) |° 


nnm 


上 re [m Z )sinmórdrd9. 


[P] 9.2.2] 我 们 将 讨论 与 上 面 同样 的 问题 ,但 带 有 不 同 的 边界 条 件 . 考 
察 定 解 问题 
uzl, Zra, 0< x< x, 
; u(r,0,0) = 0, 
u(r,O,x) = Ü, 
lu (a,0,z) = f(8,2). 
利 上 面 - 样 ,用 分 离 变量 法 可 以 得 到 三 个 常 微分 方程 
rR +rR’ (Ar +n)R = 0, 
四 1 uu = 0, 
Z + AZ = 0. 
根据 周期 条 件 , 再 和 上 面 的 例子 一 样 ,得 0 (CO) EREA EA A E ELE 
pn, n-20,,2,", 
Wi XE REIS AE SS OE sinnt ,cosn9 .于 是 ,我 们 有 a 
@. (0) = A,cosnü + B sinnô. 
现在 设 和 A= 户 ,其 中 5>0, 那 么 本 征 值 问题 
Z + Z = 0, 
Z(00 =0, Z(m) = 0, 


ub. 
Z,(z) = C,sinmz, 

其 中 zm 二 1,2,3,…. 

最 后 ,我 们 有 

R” + rR —(mrdcmnu?)R-0, 
即 
2 
R” + Ig 一 (m + "5)R = Ü. 

上 述 方程 的 解 是 


Rir) = DL (mr) + EK,(mr), 
其 中 LA K, 分 别 是 第 一 类 和 第 一 类 MEEN ERAR. 
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[N79 R dE rc — 0 处 必须 是 有 限 的 .我 们 取 玉 =0. 因 此 民有 具有 下 烈 形 式 ; 
Rr) = D. L Cmr). 
利用 非 齐 次 边界 条 件 , 我 们 求 得 这 个 定 解 问题 的 解 为 


u(lr,8,z) =>; 259 (mr) e 


mi 2 hima) 


+ aus cosnü + b, sinag] 
m-1m5-i 
IL (mr). 

' T (ma mz, 


其 中 
2 rin 
dpn Z zb f(0, z)unmzcosuüdOdz, 


p = 2p 0 z)sinmzsinnődjdz 
TAN x 0 A . 


9.3 球 的 狄 利克 菜 问 题 


[59.3.1] 为 了 确定 一 个 球 内 的 势 , 我 们 把 拉 普 拉 斯 方程 化 为 下 列 球 
坐标 形式 : 


V2 = ust Du + dup t S ug + -glue = 0, (9.3.1) 
0<sr<a Ln, 0< ge < 2m, 
设 在 球面 上 给 定 的 势 是 
u(a,80,9) = f(0,9). (9.3.2) 
用 分 离 变量 法 ,假设 解 的 形式 为 
u(r,0,9) = R(ér)8(0) ale). 
把 w 代 人 拉 普 拉 斯 方程 ,就 得 到 三 个 常 微分 方程 
R” + 2rzR' - AR = 0, (9.3.3) 
sin2 09” + sinfcos99 + (hsin8 — #)8 = 0, (9.3,4) 
Q' Ó = 0. (9.3.5) 


方程 (9.3.5) 的 通 解 是 
Plp) = Acos po + Bsin po. 
由 周期 条 件 , 得 
Án = m.m —0,1,2,-. 
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于 是 ,我 们 有 
Pap) = A,cosmp 1 B, sinmg. (9.3.6) 


ERE E= cos 后 ,方程 49.3.4) 灾 为 
2 
(1- &)& - 289 4 [a - iae = 0, 
ix re E PET SILES r. A= nln ti), n =0,1,2, hF, FDA B. 
(0) = CP* (cosd) + DA™ (cos0), 

其 中 PAQ 分 别 是 第 -KATOR Wubi. 

因为 OE 0—0,x 处 的 有 界 性 条 件 对 应 于 O EE £ = z 1 处 的 有 界 
性 条 件 , 而 Qh (E)E £— £1 处 是 无 限 的 ,所 以 我 们 选取 D = 0. T E h RE 
(9.3.4) I] 8 AES 


6, (0) = C, P7 Ccos8). (9.3.7) 
因为 方程 (9.3.3) 是 欧 拉 方程 ,所 以 解 的 形式 为 
R(r) = r. 
JU ARAJEREC(.3.3),8 DE DERE: 
Q8-n(n-1)-0, 
由 此 求 得 两 个 根 8= nn M=- (1+ n). 因此 方程 (9.3.3) 的 通 解 是 
R(r) = Er" + Fr (t0), 
因为 R (£r =0 &ERUR FRI, MAWA F -0. FE, RA 
R. (r) = E”. (9.3,8) 
因而 ,在 球 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 
u(r,0,@) = 2, Y rP” (cost ) Cas cosmq + 5, sinmo). 


zt — Ü m = Ü 


为 了 使 u EXLRESETEOERU ISTE F(0, p) 455 


f(8,9) = S Sa" P? (cos) (a, cosmg + b, sinmp), 


u-0m-0 


其 中 ososn.0mlox2n. 888 88 9k Dy (cos ) cosmo 和 P? (cos )sinme BJ 1E 
AE RUBUS 
— (2n * 1) (n - m)! 
“m ma" (n + m)! 


. | rts ppt ost) cosmesinddódg 
, cn D(a = m)! 


2na" (à + m)! 
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: NN ,PIP (cosB)sinmgsn60d8do, 
其 中 
z En, = 1,2,3,0, m = 1,2,3,*7; 


2n + HP f 
^ Ara" 0, P, 5 ' 
Ara" Jo PLC € )P, (cost )sinéd6dg 


£ ni) 


n —(0,1,2,:. 
[89.3.2] 为 了 确定 在 一 均 句 电场 内 的 接地 导电 球 外 的 电势 分 布 ,要 
求 我 们 解 下 列 定 解 问题 ; 
Yu = 0, r>a0< 8 < x,0 p< 2r, 
u(a,8) = Ü, 
u —— Egrcosü, j > — o, 
设 这 个 均匀 电场 是 z 方向 的 ,从 而 使 得 电势 u 5 o 无 关 , 因 此 控 普 拉 斯 
方程 具有 下 列 形 式 : 
uy tL, + ue + a, = Ü. 
设 解 的 形式 为 
u(r,0) = R(r)8(8), 
把 这 样 的 解 代 入 拉 普 拉 斯 方程 ,就 得 到 两 个 常 微分 方程 : 
rR” +2rR - AR = 0, 
sinto” + sinfcos8 + hsin2 = 0. 
ARA pA-nOntD. H'Pa20,,2,-.852. Eli 85 7-356042; EE 
勒 让 德 方 程 .这 个 方程 的 通 解 是 
86,(8) = A,P,(cos0) + B,Q, (cost), 
其 中 P, 和 Q, 分 别 是 第 一 类 和 第 一 类 埋 让 德 函 数 . 为 了 使 解 在 =0 和 8=r 
处 是 有 限 的 ,应 取 B=0( 与 上 面 的 例子 -- 样 ). 于 是 ,得 到 
BO.(0) = A,P,(cos0). 
xT R 的 方程 的 解 是 
R,(r) = Co^ + Dr CD, 
办 面 , 势 函数 是 


u(r,0) = X lan” + 5,r C" JP, (cost). 
mU 


为 了 满足 存 无穷 远 处 的 条 件 ,必须 有 
di 一 一 Epa, = Ü (n = 2). 
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因此 
u(r,0) =- Eoraosg 1 > PsC). 
由 边界 条 件 ula, 0) 0,19] f 
0 = 一 Esa cos + > P, (cos). 
FJ RIO LE CR ES IC F Sik Kt b, M 
b, = em H Eun? ”cosbPh (cos0)d(eos0) = Epa?B,, 


xx EDO EIB tar f n —15b ARAH 都 等 于 零 . 国 此 ,电势 分 布 是 


3 
u(r,0) =- EorcosB + Eg +z eos0. 
[85]9.3.3] 一 个 半 权 为 a 的 介质 球 放 在 均匀 电场 Eo 内 , 求 球 肉 和 球 外 
By Phiri. 
这 个 问题 的 定 解 问题 是 
ve Hl1 = Vi u 一 Ü. 
Ju Jus. 
IK = 二 .在 r=a F 
H| — uj. TE r — a LE. 


u5—— Egrcosü, 5 z — oo, 
其 中 ou, wz 分别 是 球 内 和 球 外 的 电势, 而 KK 是 介 电 常数 ， 
像 上 面 的 例子 一 样 , 势 测 数 是 


u(r,0) = S [au + br (ntl Tp. (eos). (0.3.9) 
2-0 
因为 u, EES Bb AE 8 Bš A , Pr H | 
ui(r,9) = S au P, (cos) . r x a. (9.3.10) 
ar 


m= 
对 于 us ED EL ETATER E65 RER 
ualr, 0) —— EgrcosÜ + Sp r DP (oos), r Zea. (9.3.11) 
n4) 
由 =a 处 的 酚 个 连续 性 条 件 ,得 到 


1 
ay —— End 73, 


b 
Kai 三 一 Ea - 7, 
a 
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于 是 求 得 系数 a, Mb 为 


_ _ 3Eg _ K-1 
717 K «2! B : 
因此 , 当 exa 时 ,电势 分 布 为 
uitr,0) =- reosb， 
m“ rza 时 ,电势 分 布 为 
ut 7,0) =— Eorcosd + Epa? K- — Lr ?0080. 


[5 9.3.4] 确定 在 两 个 取 不 同 常 电势 的 同心 球 之 间 的 电势 分 布 ， 


这 里 ,需要 解 下 放 定 解 问题 ， 
Vu-0acxr&b, 
Í 二 及 ,在 r= a 上 ， 
u- B,f#Er = b kE. 
在 这 种 情况 下 ,电势 只 依赖 于 径 向 距离 .因此 ,我 们 有 


1 23 2 du 
ESL »]-* 


用 初等 积分 法 ,可 得 
u(r) = Ci + c 


利用 边界 条 件 ,得 到 


于 是 电势 分 布 是 
utr) Bb — Aa | (A - B)ab 


b-a (b — a)r 


9.4 波动 方程 和 热传导 方程 


三 个 空间 变量 的 波动 方程 可 写成 
Hyg = c? Ve H, 


(9.4.1) 
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其 中 史 是 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 
用 分 高 变量 法 ,假设 解 的 形式 为 
ulr,y,z,t)-— U(Cx,y,z)ICt). 
把 这 样 的 解 代 人 方程 (9.4.1) ,得 


T'4 AT = 0, (9.4.2) 
V U + ÀU = 0, (9.4.3) 
其 中 4 是 分 离 常数 . 这 里 变量 已 经 分 离 六 ,下 一 步 就 是 要 确定 方程 (9.4.2) 和 
(0.4.3) IF) RE. 
然后 ,考察 热传导 方程 
u, = kV. (9.4.4) 


和 十 面 一 样 , 找 下 列 形式 的 解 ; 
ulx,y,z,t) = Ur,y,2) T). 
把 这 样 的 解 代 人 方程 49.4.4) ,可 得 
T *ART = 0, 
VU - AU = 0. 
TERES BLAR- RE uox g uaj E EAE S ZR 
V. U + AU = 0. 


9.5 腊 的 振动 


作为 高 维 波动 方程 的 一 个 特例 ,我 们 来 确定 一 长 为 a , 宽 为 5 BER s En] 
题 的 解 . 这 个 位 移 函 数 ulr, y LE) BEI (8 B| GE: 
uu, = cuu t uy). <ra Dyb, 20, (9.5.1) 


u( x, y,0) — f(x,y), 0s ram yb, (9,5.2) 
u,(r,y,0) = g(x,y), Ox ral = y= b, (9.5.3) 
u(0,y,1) = 0, 0=y= b, > 0, (9.5.4) 
u(a,y,t) = 0, Oxy, >O, (9.5.5) 
u(x,0,t) = 0, Üszrsza,t 0, (9.5.6) 
u(x,b,t) = 0, 0=< x= a,t 0. (9.5.7) 
我 们 刚才 已 指出 ,波动 方程 分 离 变 量 后 的 两 个 方程 是 
T * ACT -0 (9.5.8) 


V: U AU = 0, (9.5.9) 
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[TEX V. U= U, + U,. 令 X=a?, 那 么 方程 (9.5.8) 的 解 是 
T(t) = Acosoct + Psinact. 
现在 找 方程 (9.5.9) 的 下 列 形式 的 解 : 
U(r,y)- X(r)Y(J), 
把 这 样 的 解 代入 方程 (9.5.9), 就 得 到 两 个 常 微 分 方程 ; 
X —-uX-0 
T 
Y t (A * &)Y = 0. 
如 果 令 ¿= - 82 EA ERPBIT S 5 ARKEA 
X(z) = Cosfer + Dsinfz, 
Y(y) = Ecosyy + Fsinyy, 
其 中 
y = À + g = a? - B°. 
根据 齐 次 边界 条 件 49.5.4) 和 (9.5.3), 可 得 
X(0) = X(a) = 0, 
于 是 应 有 C=0 E 
Dsinfa = 0. 
HERTE DAO 时 ,8= mara. 同样 ,根据 齐 次 边界 条 件 (9.5.6) 和 
(9.5.7), 可 得 
Y(0) = Y(5) = 0, 
HEDA E=0% 
Fsinyb = 0. 
HERIR FIO 时 ,Y= xx. 注意 到 m s 都 是 无 关 的 整数 ,我 们 得 
到 下 列 形式 的 位 移 晒 煞 : 


u(z,y,t) = > (a, Cosa, ct + b, sinasuct ) 


m-ln-l 


MRE in Ley (9.5.10) 
其 中 atn = (m? Za2) + ( n^x^ /b^) a 和 已 都 是 常数 . 
现在 利用 非 齐 次 初始 条 件 (9.5.2) ,应 有 


u(x,y,0) = f(x,y) = P 2) amasin uL ur 


m-13-1 


因此 
PURI. 
an 
a 


— aff : AST 9.5 
amn = ab) ,天 工 ,3)sin b dzdy. (9. .11) 


9.6 扼 形 板 的 热传导 OMS 


问 样 ,由 u 的 初始 条 件 49.5.3) 推 得 


PCT O. AUY 
n 


si 
a bc 


M. (+, y,0) = U gC — > 2b NETS 
一 1 
由 此 可 得 


MIT. ATY | 
bus 一 NET NAE y)sin a Si b drdy. (9.5.12) 


HJE TE 28 3i sr [o] EST ARE ER (9.5.10) — (9.5.1248 KP 1H. 


9.6 矩形 板 的 热传导 


二 维 问 题 的 男 外 一 个 例子 是 矩形 薄板 内 的 热传导 问题 . 设 长 为 4, 宽 为 
I TEN Ri s —0 和 x =a 处 完全 绝热 ,其 另外 两 个 侧面 温度 保持 零度 ,初始 
温度 分 布 是 六 xx,y). 这 时 我 们 要 找 下 列 初 边 什 问 题 的 解 : 


MM 0c r«a,0« y € b,t 20, (9.6.1) 
lu(z,y,0) = f(x,y) Osca x y< b, (9.6.2) 
]u. 0.5.0 = 0, O< ys h.t» 0, (9.6.3) 
Lu, (a.v. t) = 0. Oz. yz b,t 0, (9.6.4) 
u(r,0,2) = 0, 0<ur=<a,t> 0, (9.6.5) 
ulr,b.t) = Ü, 0= rza,tO. (9.6.6) 
Í BU LE Hi pJ 342 RTRA ac RE HEN ES AE Bl Jer ñj PAL 77 TE 

是 
T x ART = 0, (9.6.7) 
V2 U + AU = 0. (9.6.8) 


假设 解 的 形式 为 
U(z,y) = X(z)Y(s). 
把 这 样 的 解 代 入 方程 (9.6.8), 就 得 到 两 个 常 微分 方程 
X -X= 0, (9.6.9) 
Y' + (à * Y = 0. (9.6.10) 
内 为 对 z 的 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ,所 以 我 们 选取 y= - o7, 481 
X(x) = Acosar + Bsinaz. 
因为 x (0) 20, FFA B=0, XA X (a)70,8 
sinaga = 0,A Z D. 
由 此 得 到 


r = MIA, m = 1,2,3," 
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注意 到 y= uic -个 木 征 利 ,因而 
X. (D) = A,cos(mmr/a),m = 0,1,2,-- 
类 似 地 求 方程 (9.6.10) 的 非 零 解 Y C). RIG = AT u= AC a, 3 
YCy) = Coosdy + Dsinfy. 
利用 齐 次 边 狂 茶 件 ,得 C =0 Ë 
sng = 0, D > 0. 


因此 ,得 到 

B= ntb, m 71,2,3,. 
和 和 

Y G) = Dsin(nny/b). 
HT amat 十 左 , 办 此 方 称 (9.6.7) 的 解 可 写成 下 列 形式 : 
id. 


I LC) = Eee Hn 


LEE: 


: ?. 
m uno 2 


ko PUT. HX 
(ry:t) = X Dame Le s 3: exo suat, 


(9.6.11) 
其 中 a -AQDE, ftn 
利用 初始 条 件 ,得 
u(x,y,0) = f(x.y)- 2 Samos” TE sin Y. 
这 是 个 二 重 侍 里 叶 级 数 ,系数 为 
äga = Zf Aey) drdy， 
(Lan 一 n | fix » y)eos UA sin D drdy,m == 1. 
(9.6.12) 


因此 ,已 给 的 热传导 问题 的 解 由 式 (9.6.11) 和 (9.6.12) 给 出 ， 
9.7 三 维 空间 的 波 


在 长 方 体内 由 于 初始 扰动 而 引起 的 波 的 传播 ,可 由 下 列 初 边 值 问题 的 解 
来 描述 : 


9,7 ZEFIR 


(ug c 0 Vu < r X a. X y<b,0)< z <d, >0,0,0.7.1) 


uCry2,0) — f(r,y,z), 
u, ry, m.) = glr,y z), 
u(O, v.m, rr) = ü), 
ula,y,z,t) = ü), 
u(x,0,z,t) = Ü, 

| 了 一 

u(xr,y,0,:) = Ü, 

u(x,y,d,t) = 0. 

设 解 其 有 形式 
ukryt) = U(r,y,z)T(t), 

那么 分 离 变 量 后 的 两 个 方程 是 
T +AT = 0, 
V Ú + AU = 0, 


pH R U 的 形式 为 
UCr,y,z) — X(z)Y(y)Z(z), 
Bx FE fN A Pn(9.7.11) 45 
X” -= #X=0, 
Y'- >Y = Ü, 
Z + (À + p + »)Z = 0. 
由 二 对 zx 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ,所 以 我 们 邻 a= -a 8l 
X(+) = Acosaz + Hsinar. 
f pi dir ts jf - : 样 , 可 得 
X2) = Bisin £1 = 1,2,3,0. 
同样 , 今 y 一 -g.a 
Y(y) = CcosBy + Dsinfv, 
AmA 
Y, (y) 一 D, sin IER m = 1,2,3,-. 
再 选取 y =t ptrs- gf85l 
Z(z) = Ecosyz | Fsinyz. 
利用 对 z BJ3FIKMI FR PIE ,得 


Z (z) = F,sin "an —-],2,23,-. 


(9.7.2) 
(9.7.3) 
(9.7.4) 
(9.7.5) 
(9.7.6) 
(9.7.7) 
(9.7.8) 
(9.7.9) 


(9.7.10) 
(9.7.11) 


(9.7.12) 
(9.7.13) 
(9.7.14) 
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PR 268 (9.7.10) B RE B: 
Tos) = Gimn COS V. Aimnct + Hy, sin sl Aq AimaCt + 
所 以 波动 方程 (9.7.1) 满 足 边界 条 件 (9.7.4) 一 (9.7.9) 的 解 是 
ulzr,y,m.0) = > > >; [ a5, 008 y Apmact + HornSin y Mpct | 
i-imls-i 


inr . mmy. ATZ 


- sin — sin sin 
a b a ° 


其 中 a 和 54, 是 性 意 常 数 .系数 a, i a RUE u xy z,0) — (x,y,2) 
确定 , 且 可 求 得 为 


"ru -| TI f(r, ys sin 5 


* sin HEY sin “aF dedydz; ; 


而 系数 b,, 由 初始 条 件 a (zx,y,z,0) 二 g(x,y,z) 确 定 , 且 可 求 得 为 
he 
fm / Mcabd nd aË "1d, 


* sin EE si sin T dz dvdz, 


其 中 


9.8 长 方 体 中 的 热传导 


像 波动 方程 的 情形 一 样 , 我 们 可 确定 二 个 空间 变量 的 热传导 方程 的 解 . 考 
REKE Ora 0X y X b,0« z< d 中 的 热量 分 布 问题 . 设 物体 表面 温度 
保持 零度 ,而 且 最 初 已 经 加 热 , 这 个 定 解 问题 可 写成 

u—kV ul zx ayj X y X b,0 eg € d.t »0, 
u(x,y,z,0)-— f(z,y,z),0 < x < a,U < y < b,0 < z < d, 
u(0,y, 2,2) = 0, u(a,y,z,t) = 0, 
ulxz,0,2,2)— 0, u(x,b,z,1) = 0 
u(r,y,0,:2) = 0, u(x,y.d.i) = Ü. 
和 前 面 - 样 ,分离 变 量 后 的 两 个 方程 是 
T -ART = 0, (9.8.1) 
V U+ ÀU = 0. (9.8.2) 
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如 果 假 设 U 的 形式 为 
U(xr,y,2) = Xir) Y(ty) ZO), 
J| A ERR 2D TR(9.8.20 89 S a: 
U, Gr, v2) = By. F. sin E ain Ue sin ru 


因为 方程 (49.8.1) 的 解 是 
Tian (4 ) 一 C imn e hu ' 


所 以 热传导 方程 的 解 为 
u(x yz) = D 22 D aime ao 
Izi == =-1 
"LL sin AE, 
其 中 ww 二 [Va + (m? 7b?) + (n? 74?) ] e 和 am 都 是 常数 . 利用 初始 条 
件 , 得 


* sif 


R [area 
(Iban lll feo 


. inz. mmy. MNF 
"sin sin T sin q drdydz. 


9.9 * E T 


我 们 现在 要 解 一 个 量子 方 学 中 的 基本 问题 一 一 氢 原 子 问 题 . 氢 原子 是 由 
一 个 核 和 一 个 电子 组 成 的 ,这 个 电荷 为 - e WREN m" 的 电子 被 - -个 电荷 为 
e 而 质量 大 得 多 的 核 所 吸引 ,其 势能 为 


a 
= 


v=- =, i (9.9.1) 
这 里 > 是 电子 到 核 的 中 心 的 距离 . 一 个 在 三 维 空间 中 运动 的 单 粒 了, 它 的 与 
时 间 有 关 的 波 函 数 y qu pd E 

— jg)? 


db, _ ; 
DE T am" Vi $t Vg (9.9.2) 


来 描述 的 ,其 中 有 是 普 朗 克 常 数 ,i=v -1. 
假设 和 解 的 形式 为 
Pry zt) = Flr,y,2) TOL). 
把 这 样 的 解 代 入 方程 (9.9.2) ,得 到 
T+ s: = 0, (9.9.3) 
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Sr m ` 
h? 
其 中 A 是 分 离 常数 .对 荆 EDERREI , 5 21 


_ Amit 


T(t) = Ae t, 


VF- (V—-A)F-0, (9.9.4) 


其 中 AIRHEGZTE. 
为 了 在 空间 内 的 其 一 个 地 方 可 找到 这 个 粒子 的 概率 等 于 1, 要 求 y W E 
条 件 


II! | é de = 1, (9.9.5) 
其 中 积分 区 域 是 整个 空间 . 
[t ERST R n 
Jr = Fleyr ^, (9.9.6) 


这 里 为 了 标准 化 , 取 A 为 1. 因 为 方程 (9.9.4) 吓 齐 次 的 ,所 以 这 样 做 是 允许 
的 ， 

为 了 确定 函数 下 ,我 们 为 方便 起 见 引 进 球 坐标 了 . Sh E (0.9 a) ER 
坐标 系 中 变 为 


Born 9r] ase oe O os] 
2p 
ad - + (a + =) = 0, (9.9.7) 
Hita =S m'AZR?.b SI m^ e /h*. 
再 用 分 离 变 量 法 BEN 
F(r,0,9) = Riro) alp), 
于 是 分 离 变量 后 ,得 到 下 面 二 个 党 微分 方程: 


R + 2rR' + [Ë + iy -plR=0, (9.9.8) 
8 19 = 0, (9.9.9) 
sin qd + singcosgib + (usino + v)@ = 0, (9.9.10) 

HP jx 和 wv 都 是 分 离 常 数 ， 
为 了 使 函数 O (9) EFAN, 要求 它 具 有 周期 2x, 所 以 vy 必须 是 等 或 


c m^ KP j=1,2,3,…. 因 此 得 到 的 解 为 le "5 de 我 们 也 可 把 解 写 成 


Q ”这 里 的 直 前 坐标 x ,vy,z MERE, G, @ 表示 的 关系 式 为 二 = rsngecos8, y = 


rsingsinü ,z = rtsp. 


$9 & Rr 0221 = 


个 列 形式 ， 
&, (8) = E ent m = 0, Ll, £2, 
在 上 式 中 引进 因子 L^ 27, 是 为 了 使 函数 系 On 《外 标准 化 .这 时 常数 m 称 为 
磁 量 子 数 ,但 应 注意 不 要 把 m 与 前 面 用 的 质量 符号 m" AER. 
然后 考察 下 列 方程 的 解 : 

sin p $ + singcoso D’ + (sing — m2) = 0. 

如 果 我 们 现在 引进 
z = COsQ, 


51k - 1380 1 ZLBEIE 4G, 384, PrP SRELA F FUEX: 


d iğ m 
ala-as J+ (n - DU ie = 0. (9.9.11) 


对 于 其 些 z 值 ,上 述 方程 存在 的 惟一 解 是 级 数 解 , 它 在 >= +1 处 发 向， 
为 了 使 o 在 端点 处 连续 , 解 在 这 两 个 点 二 必须 是 有 限 的 . 

AR u-iQO-1, Hb LARES 3k F 8(9.9.11)J V iF (877 
& JW T Sk Xm EP" (zy 和 全 OO. BS Q) z- xd 处 为 
无 穷 大 .所 以 现在 只 能 取 解 


ou c | Pc AL rna. 


xt HE SR fL] CREE Fe, RON Y EBA b. (z) 标 准 化 ,! 称 为 角 量 子 数 ， 
注意 当 m = 0 H. AEO. ÆRES Fe iX BL IEEE DES Pi) 
Ei PLS h it SR ES PLC) TB LETS SR 3k P; (zy 的 关系 中 


2j"? d"P,Cz ) 
d ^" 


Ill aT RH m> POETE ETATE m WROL bi AS Pay IB 
因为 


pr(z)= (1 - z 


EG) = (- 1)" EP), 


所 以 函数 已 Ca) ERE P”(z) 的 不 同 仅 在 于 相差 常数 因子 ,因此 我 们 可 把 
m 限制 为 正 整 数 或 零 . 
为 了 求 出 Rr) ,把 方程 (9.9.8) 除 以 下 ,得 到 
RR [oo -|R=0. 


引进 新 常数 
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2v a) 
和 新 变量 
£-2v-—ar 
中 得 到 方程 
ER _ 2 dR 1 “ 
TAR tl 4 AU JR -0. (9.9.12) 


为 了 使 RCE) 对 实 的 n EE —0 Ab5 H eot AERAR, n 的 整数 值 
必须 大 于 i ,n 称 为 总 量子 数 .这 时 ,方程 (49.9.12) 的 解 是 
O EP-D Di aman 
Ra (Ẹ) -J UL) 2n[(n + DI]. CL. OQ) 
U = 0, L2 n — d), (9.9.13) 
其 中 ao = h? 747 m ° S ( (£) 3k 48 XR nde REER TEE 
WE, EP 3556363 REUS TIRENI AR, 
J, eu cor = an Gc DIT, 
其 中 因子 从 是 由 球 洲 标 系 中 的 休 积 元 素 引 起 的 .在 式 (9.9.13) 中 选取 人 负 号 ， 
是 要 使 RCE) 当 7 很 小 时 取 正 什 . 
因此 SUR TAEA 32 E: 
g r8.) 一 Ry (Cr)8,(89) D, (9), (9.9.14) 


其 中 


2n[(n4 "INE "Hu 
t£-2-ar, 


Palp) = QDU = mp (coso), 


(9.9.15) 


9.10  FHZEAE PEG EAE 3? 2K [nj g 


考察 非 齐 次 方程 
Llu] = puy- G, (xiu) € D r >0, (9.10.1) 
EKR DIMESB EPAR E BS XXL ARTE P 3 91 38 TE ñ) 8 3 (8 [a] 
题 : 


90.11 膜 的 爱 近 振动 02203 7 


uir an Ü) = fx ixg xu). (9.10.2) 
WR To Z. Ü) = girias x). (9.10.3) 
XX Hori a2, noc JE IB] AE EE IF BILE HERE S ERR I GG r2 must) 
E Sc [B E Sk ERU 
很 设 相应 齐 次 方程 
Lla] pu. (9.10.4) 
满足 给 定 的 齐 次 定 解 条 件 的 惟一 解 是 等 解 ,那么 如 果 已 知 的 定 解 问题 存在 一 
个 解 ,这 个 解 就 可 以 用 和 它 所 对 应 的 方 得 
L[e l+ ¿pe = 0 (9.10.5) 
T8 Ie Eje BJ FIX LP SR HERES IE PS Sk 8 U OK KOR. 


9.11 膜 的 受 迫 振动 


作为 “个 特例 ,我 们 将 确定 KA a, WA o HEER HSE Ra 
和 解 .这 个 定 解 向 题 是 


u 7c Vu = F(x,y,t), 0 x «a, (9.11.1) 
Oc yx b,t > Ü, 
ulxr,y,0) = f(x.y), (9.11.2) 
J u,(z,y,0) = g(z,y), (9.11.3) 
u(0,y,2) = D, l (9.11.4) 
u(a,y,t) = 0, (9.11.5) 
u(x,0,t1) = 0, (9.11.6) 
u(xr,b,t) = 0. (9.11.7) 
它 所 对 应 的 本 征 值 问题 是 


p{0, y} = 0, ea y) = Ü, 
e(z,0) = 0, @(z,b) = Q. 
根据 9.5 节 , 这 个 本 征 值 问题 的 本 征 值 是 


ese. 0c zr«a,0cy«b, 


2 2 
aL. = s + EE ,mn = 1,2,3,…, 
而 对 应 的 本 征 函 数 是 
Cu, y) = sin TEE sin EY, 


于 是 ,假设 解 为 
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ulr t) = 2, D uus Ér)sin ^ gig TEE, 
m-—12a-1 a b 
Wig BRANO Fe. v E RE JESU 
F(z,y, £) = SDN t )sin mA un " ， 


min_1 


这 时 Fu 1 为 


FG) sj IN E(x,v,t)sin UR sin T$ drdy. 


注意 ,这 个 解 a EARRA RIE R dq uxc.vdr:dpexX 
项 次 可 微 的 ,把 u(x.iy HI FOE y ARA PER. T1 00, 8:38] 
ust ACE = Fass 
其 中 a2, —(mn/aY + (nn/bY. TE Ei ikay FRUI R 8 FIER: 
uus E) = A eosamct | B, Sina, ct 
I LE, (r)sina,ac (z — r)dr. 


Omn- Ü 


由 初始 条 件 (9.11.2) 可 得 
u(x , y, 0) — f(x.y)- PENES 


"-71m5-1 


BERAR f(z ,y) 对 x 和 y 是 连续 的 ,那么 上 面 这 个 = Suriin E W 
Asa 


n AY 
bc 


Aga = £F Í f(x ,y)sin ^ sin ^, dzdy. 


同样 ,由 剩 下 的 初始 条 件 49.11.3) ,我 们 有 


Gs) = er = P S IB a zai Bis E 
因此 对 连续 的 g(y ,y) ,得 到 
Bm ie], Coon Pain dady. 
所 以 已 知 的 初 边 值 问 题 的 解 基 
u(r,y,t) = 3 Y um (sa 28 Tn ^P, 


URGE. 的 级 数 与 它 的 一 阶 及 一 阶 导数 都 一 pu 
如 果 Flr, yt) =e "cost, T y)7g(r.y)70,3E 2. 


Fa tr e 


- [14 C7 Doe [1 C7 De Jeosos 
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= Ü, OSW , 


Aga = HQ, = 0. 


因此 ,我们 有 
us t) «LE | Ceoswrsina c (t - r)dr 
Que e 0 
Cm -( E ) 
一 TE — v!) COSGQM — COS. Cf ), 
这 里 假定 osa, c. 于 是 形式 解 可 写成 下 列 形 式 : 


m ES C 
ulr, yt) = > ` 7737. — jitrosut — Cosa, «CE ) 
molai CH BE ) 


HUTI . ANY 


"sin sin . 
b 


9.12. 与 时 间 有 关 的 边界 条 件 


前 面 几 章 已 经 专门 过 论 了 带 有 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 .由 于 实际 上 会 
出 现 带 有 与 时 间 有 关 的 边界 条 忻 的 定 解 问题 ,所 以 我 们 来 考察 边界 可 移动 的 
EE RR] S38 e 1 [0 RE. ox [0 E FF E F] BU y ER ADAC u: 
ur— V uc F(x,y,t), Ücr«a, (9.12.1) 
O< yx b,t »0, 
u(x,y.0) = f(x,y), ráa Dyb, (9.12.2) 
mlr, y 0} -g(x.y) Zra dyb, (9.12.3) 


uO y t) = piCy, 0, Syb, > D, (9.12.4) 
ula,y.t) = p (y 2), Üscymb.t 0, (9.12.5) 
u(x,0,:2) = qi(x,t), Sraa, t > 0, (9.12.6) 
u(r bt = grt), Zra, > Ü, (9.12.7) 

对 于 这 种 定 解 问题 ,我 们 找 于 列 形 式 的 解 : 
ulr,y,0) = U(z,y, t+ v(x,y, t), (9.12.8) 


HoPov 是 要 确定 的 新 函数 ,在 求 出 o 之 前 ,我 们 必须 先 确定 U. REX 
(9.12.8 f£ A XX (9.12.1) — (9.12.7) ,就 分 别 得 到 方程 
vp cu, *w)-F-U,«* cU, + U.) = Flr,y,t) 
利 定 解 条 件 
ar y,0) 一 fiy) = U(z,y,0) 一 fy), 
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u(r,y,0)-— g(x,y)- U,Cr,y,00) = Flr,y), 
v(0,y.2) = pi yt) - U(0, v. 1) = PaGy. 1). 
vlasy t) = po(y, t) - Utacyst) = Palys,t), 
v(z,0,2) = qi(r, t) - U(x,0,2) = G (2.1), 
v(x,b,t) = grt) - U(x,b,t) = Fart). 
为 了 使 o 的 边界 条 件 是 齐 次 的 , 令 
Pi = Pa = gq = q> = Ü, 


那么 
U(0,v, t) = pily D UCa ov t) = plyt), 
lote - (r O Uleb, D) = quin. CEP 
为 了 使 边界 条 件 是 相 容 的 ,我 们 假设 给 定 的 函数 具有 下 列 形式 : 
pi 0 = epi Cn D. 
pix. t) = e(y)p, Cy, 
(9.12.10) 


qiix, t) 一 MEDEN (x,t), 

gor, t) 一 $(r)q; (x,t), 
其 中 函数 p 在 端点 y= 二 0,y - b ASTE ER y Emart, ara 处 等 
FE. 因此 ,满足 条 件 (9.12.9) 的 U(x,y,t) 上 共有 下 列 形 式 ， 


U(z,y,t) - eG pr 十 "i - pr ) | 


* TEN tila -gr J 
这 样 ,问题 简化 为 求 下 面 定 解 问题 的 解 v(x ,y t): 
vy — C (uu t Uy) = F(z,y,t), 
v(r,y,0)- f(x. 
v(r,v,0)-— gír,y), 
v(0,y,2) = 0,v(a,y,1) = Ü, 
v(x,0,t) = 0,o(r,b,t) = 0. 
这 个 定 解 问题 是 一 个 具有 齐 次 边界 条 件 的 初 边 值 问题 , 解 olr, y, ton LH 
前 面 已 经 这 论 过 的 方法 解 出 ， 
作为 一 个 特殊 情形 ,考察 下 列 定 解 问题 : 


9.12. 与 时 间 有 关 的 边界 茶 件 0222 - 


[Ug 一 cu, t uy) = D, 
u(mr,y,0) = 0, u, Cr, y,0) = 0, 
u(0,y,1) = 0, u(a,y.t) = 0, 


.OnI. 
u(Cr,0,:22 = 0, u(r, d, t) = sin sn, 


设 解 的 形式 为 
ux, y, t) 一 ulr, yt) + UCx,y,t), 

那么 满足 条 件 

U(0, y, z) 一 Ü, 

U(a,y,t) = 0, 

U(x,0,z) = 0, 

U(r.b,:1)-— sin ^ sinz 
的 函数 是 

U(x,vy,t) = sin ze Zane). 
FR C SERE E T yE P [n] Ra. F: 
2 
vs — cu, + vy) = (1 — E) in mE sint, 


vlr, y0) = 0, 


ulz, y0) =- z sin, 


v(0,y,2) = 0,ə(a,y,t) = 0, 
v(xr,0,:) = Ü,u(2z Db, 1) = 0. 
Rah FAR Fmt): 


_ 4 NN 2 OTIO. nuy 
Fatt) = ahlo F, y tsin "ELE drdy, 


其 中 


rc n) 8 


2(- D cix 


Fa) = nz a^ )sn8,,. 


现在 来 确定 vu GO 利用 上 一 节 的 结 采 ,得 刘 


Umm ( t ) 一 Amn COSA CL 十 Bs sina, Y CË 
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t 
十 l | F,Cr)sina, c(t — r)dr, 
Trank Ü 
HA vr, y,0) 20, PEEL A... —0, M 
ah 
B, 4 NI [- Psin 7 sin 2 sin dedy 
aba uc) 04 0 b a a b 
-X-D Os 
Q uH 
于 是 ,我 们 有 
2{— 上 只 | . 2(- 1)" inl 
LT 4 — — — 
Ymn kt) nn TE SINAC a ca^ nr( 1 T Aint) 


: Ca? — c^ Msina,ct — amcsint). 


因此 所 求 的 解 是 


u(x,v.t)— 2 sim sin? 


eon Uo 
十 > 3 Us sin HEX in UU 
m-In»-1 q b 
3 M 


— 


. 解 狂 利克 琳 问 题 
Vig =Ü,0< z <a,Ü < y « b, < re, 


u(0. y, z) = sin pin u(a y, z) = D. 


u(r,0,z) = (.u(z.b,z) = 0, 
u(x,y,0) = Qula, ye) = 0. 


2. fiii S In Si 
vu 20,0 r< 1.0< y « 1,0 € z « 1, 
u,(0,y,z) = Ou, (1, y, z) = 0, 
u Cx 0, z) 一 0, u, (x 1, z) = Ü, 
uL ry, D) = cosmzcosmy,u,(zr,y,1) = Ü. 
3. 解 劳 平 问题 


Qu = 0,Ü < z < x,Ü < y < xw,Ü < z < x, 
Ksa = f(y,z) ulr, yz) = 0, 
[m = 0, u(r z) = Ü, 
uhry 0) - hu(z,y, D = D au(x yx) + hala y, m) — 0, 
Hop EHR. 
4. War FUE Pc xr lB PR RR : 


ee eta 一 一 一 
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VS zr a 0 2n. 0 < I, 
(aV ula,0,z) —0, 

utr, 0,1) — 0, 

"ulr, 8,0) — fCr,8); 
Veir La OLLIE, 
u(a,0,z) — f(0,z), 
ur. 8,0) =Ü. 
ur, 8,40) Ü. 

5. T PPR BJ K H SEAE fo 88 P 48 - 
{Yu = (Ü,r < a,0 < Ü < x,U < z < 2r, 


(b) 


POUR = cos. 
6. f& a] L: ER BJ 3k #| SE [8] 8 
viu = (a < r < b,0 < 0 < nO < < 2n, 
5 a(a,.9, = f(8,p), 
NAME = g(8,g). 
7. 一 半径 为 & MAHE, 如果 在 下 底 z=0 上 有 恒定 热流 THEA, MELK z— 2 
Wira EB BE RESEHE , 灶 柱 体内 稳 恒 状态 的 温度 分 布 ， 
8. W 2254509 a 的 圆柱 体 的 两 底 接 地 ,而 侧 面 充 电 到 电势 us oft EE HE P d 6 
mm y. 
9. 一 半径 为 a 的 球 ,如 果 上 半球 充电 到 电势 4 ,下 半球 充电 到 电势 %;, 试 确定 球 内 
电场 中 的 电势 . 
10. 和 解 半圆 柱 体 的 犹 利克 菜 问 题 
Viu — 0,r < l,0 < 8 c x,0 < z < 1, 
u(1,8.2) = 0, 
u(r,0,2) = Ü,ufr,m,z) — Ü, 
u(r,0,0) — O,u(r,0.1) = f(r,8). 
11. 解 球 的 庄 依 坚 问 是 
DA 
uL (1,0. o) 一 ERIR 
其 中 yie, o Y RR T 


| Ao, e)sinañd8q9 = 0. 
12. K KFR E B| 469 8: 
uy c V^uOx r X 1.D< y € 1,£ 70, 
ur, y, (0) = sin^rrsinz v, 
ua y, 0) = Ü, 
u(0,v.2) = U,u(1l,v,22- 0, 
ur ü, 一 at t.z) — Ü. 
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13. 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 
uy = 6€ V^u,r Sad 8 < 2n,t > 0, 
ut r,6,0) = firð), 
mir, 0,0) = glr, 0), 
u(a,8,2) = Ü. 
14. XD dE BUG h AKI F BLS H E AA EHRE, A i EF zy fi = NI 
Arp RELELAR yi. SBY. F BJA E yap h PIE RE 8 6 y : 
u, = Alum t uy) - h(u — up), X z< aU X y € bt > Ü, 
u(z,y,0) = f(r,y), 
u (0, y.2) = Dulay) = Ú, 
ulr, t) = O,u(z.b,t) = 0, 
其 中 zo 是 常数 . 
15. 解 圆 形 薄 板 的 热传导 问题 


Tu + sus]. < ,0« 6 < 24770, 


r 


u = Ë Hu" 十 


u(r,0,0) = f(r,0). 
u(1,0,:1) = Ü. 
16. ffr ERES 
ua = Vu z« 10 y « 1,00€ z« le >D, 
u(z, y, z,) = sinruxsimysinxz, 
tmit Y z,0) = 0, 
u(Ü,y,z,t]) = u(1,y,z,:2 = 0, 
u(r,Ü,z,t) = u(x,1,2.t) = 0, 
u(x, 3,06) = u(z,x,l,2) = 0. 
17. 解 定 解 问题 
us T ku, = c Vu X or «X a0 X y € b,O X z< d,r >Ü, 
u(x.y,z,0) = fix, ys 2), 
jJ sns) = g(z,y,z), 
u(0, y, 2,1) = uias yox i} — Ü, 
u(r,0,z,t) = ulz, bz) = 0, 
ux, y,0,1) = ux, y, d.t) = 0. 
18. 米 下 列 定 解 癌 题 的 解 : 


Hy = Out Tu, ue uar < arah > D, 


u(r,0,z,0) = f(r.0,z), 

uj r,8,2,0) = gí(r,0,2), 
u(a,0,z,1) = Ü, 

u(r,0,0,0) = u(r,0,1,t) = 0. 
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19. 确定 下 列 热 信 导 问题 的 解 ， 
[^ = Ë V° ule r<a Ü< yc 5,0 < z< c. >Ü, 
' ur yz. 0) = /(rz,y,z), 
ayz) = a.(a.y m1) = Ü, 
u (2 0 zt) = u, rb, zd) = 0, 
valaa y,0,2) = uri yc, t) = D. 
20. 解 定 解 问题 
u =V ur adzi, >Ü, 
uir, z, 0) = f(r,0,z), 
ua, (a,8,z,t) = D, 
ulr,8B,0,:) = u(r,8,1,t) = Ü. 
21. 设 一 球 被 圆锥 日 = 05 PF SR Bp iq x mh HE RETE HE ,初始 温度 为 (n0 o) OR 
温度 分 布 . 
22. A X (8 [0] RR 
ua = 6 V^u t F(r,y,2£),0 & x € a,0«& y € b,t 0, 
un y, 0) = f(x, y), 
u(y D) = gn, y), 
u,(0, y. t) = uCa,y, 2) = 0, 
u,Cr.0,£) = u x. 6,1) = (J. 
23. 解 定 解 问题 
ug = 0 Va + zysint O0 < x < x, € y < x, t > Ü, 
u(r,y,0) = 0, 
ur, y,0) = 0, 
u(0,y,t) = u(n, yt) = Ü, 
u(r,0,:1) = ubr, = Ü 
24. 解 定 解 问题 
u = RViwt F(r,v,z,t),0& c a,0& y< b.Ü« z< c.t > D, 
u(r,y.z,0) = f(x,y.z), 
u(O,y,z,2) = ula,yiz,t) = Ü, 
u(r,),z.t) = urbe = 0, 
u (ry Dot) = kayet) = 0. 
25. 解 定 解 问题 
u, SAVNA GLIED y € n. t > 0, 
ulz.y.0) = 0, 
u(O.y. t) = u(m y. t£) = D, 
«G0, — ui 0t) = 0, 


uy Cr md) 十 u(x nt) = ü, 
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其 中 A 是 常数 . 
26. 设 一 个 空心 圆柱 体 的 内 外 两 个 柱 面 的 半径 分 别 为 ro 和 a, 表面 温度 保持 零度 , 初 
始 温 度 分 布 为 f(r ,8,x), 求 柱 体内 的 温度 分 布 . 
27. 88-30 3248 [o SI 
(uc V^u = 0,0 < r X n0 v mt > Ü, 
u(z,y,0) = D, 
u(U, y, t) = ulm, y,t) = 0, 
u(r0,:) = x(r- misit, 


u(xz,n,1:) = Ü. 
28. 解 定 解 问题 
ty 二 rw 
"^ = fír,8), 
u,(r,8,0) = gr, 8), 
u(a,8,t) = p(6,t). 
29. 解 定 解 问题 
u, = EV ur <a, > 0, 
en = f(r,0), 
u,(a,0,t) = g(0,t). 
30. 确定 双 调 和 方程 
v'u = g/D 
iE TAL IUS 


($0) 
u(z,0) =u(z,b) = 0, 
uy (7.0) Supl b) = 0, 
其 中 g 是 每 单位 面积 上 的 均匀 负载 ,DD REY EE HE |F. w EE — F 350] T E BU SEE RC hs 
弯曲 问题 ,其 四 边 都 是 简 支 的 . 


第 十 章 ”格林 函数 法 
10.1 à i 数 


Tni B S EEP, RIE iHe Y Sob es LAE E fcr y BE y) fs Bj SE tH EE D 
H. AREE SE Jr ERES k R 3235 RR UA y P ZLRIRT E rh JW F), k" 2 25 nj 
TE fe (d. zr 2r R E BT Io] SRL ARE RU DJ EA] EEA, EAT ARR S d 
理 问 题 . 

在 介绍 格林 函数 法 前 ,我 们 首先 定义 二 维 狂 拉克 阔 数 lr- Eyn) 
如 下 : 

(a) (r-£,y-5)-0,x 6, y mi (10.1.1) 

(b) fata - £y - ndrdy = 1, 


K, 


其 中 
R,.(z - £F + (y - 93Y < e^ (10.1.2) 


(c) [FO , 80 —Ë,y— g)dxdy = F(£,5), (10.1.3) 


Hu FEKRR EMIEEIESEIIEL 
& KADEER a SX. F B eC dE AAS ERROR FECE TE o RI 
极限 ， 
如 果 Slr- £M Cy 用 都 是 一 维 全 函数 ,那么 我 们 有 
[FG 8G ~ jèl y - g)dxdy = F(C£, ). (10.1.4) 


5 293&(10.1.3) (10.1 4) FEE SERERE F 都 成 立 , 因 此 可 香 
(z —&,y— 9) = Hr- £8Cy — 9). (10.1.5) 
于 是 我 们 可 以 说 ,二 维 函数 是 两 个 一 维 ë 函数 的 乘积 . 
问 样 , 可 定义 高 维和 函数 . 


10.2 TE AER 


JK M| se n 8 
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[Vu = h(z,y) EKR DA, 
lu = für). ELAB E (10.2.1) 
的 解 为 中 
， „IG 
ulr, y) = [GG sti Dhl, dédy fy 3405. (10.2.2) 
D 


其 中 G 是 格林 函数 ,n 表示 区 域 的 边界 的 外 法 线 .很 显然 ,我 们 只 要 一 确 
定格 林 函 数 , 便 可 立刻 得 到 定 解 问题 的 解 .所 以 在 格林 函数 法 中 ,实际 上 是 
要 求 出 问题 的 格林 函数 ， 

首先 ,我 们 将 定义 含有 拉 普 拉 斯 算 子 的 狄 利克 莱 间 题 的 格林 函数 .然后 ， 
含有 亥 姆 霍 兹 算 了 的 狂 利 克 菜 间 题 的 格林 函数 也 可 用 完全 类 似 的 方法 来 加 以 


EX. 
含有 控 普 拉 斯 算 子 的 犹 利克 芋 问 题 的 格林 函数 是 满足 下 列 性 质 的 函数 ; 
la) [V Gz28xz-&Gy-p, # DM, (10.2.3) 
iG = 0, Y B E; (10.2.4) 
(b) 函数 G 是 对 称 的 , 即 
Giry yp) = GE izy); (10.2.5) 


(ORBE G H css E, 是 连续 的 ,但 5 在 点 (z,y) = (ë, DAS N 
性 ,并 满足 等 式 
ial, 52ds = 1, (10.2.6) 


其 中 oa EN 
C..(z —- £)2 + (y — yr =e 

的 外 法 线 . 

格林 函数 在 物理 上 可 以 解释 为 当 一 个 系统 的 输入 为 在 源 点 @(8 ,7 处 的 
8 函数 后 ,在 场 中 任 一 点 (xz,y) 上 所 产生 的 响应 ,站 数 G 在 DD 内 是 处 处 连续 
的 ,而 它 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 在 G ARACE, 7) 外 都 是 连续 的 .因此 人 性质 
(8) 主 要 说 明 函 数 G 除 源 点 (8,7) 外 处 处 满足 方程 G = 0. 

我 们 现在 来 证 明 人 性 质 (bb 

定理 10.2.1 格林 函数 是 对 称 的 . 


Do WEE 10.4 节 中 给 出 ， 
mu rTEm S PR IS A. 
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证 明 把 格 体 第 二 公式 
MM ' = 20 — Jg 
jv o 4 V5 ods SN "LT (10.2.7) 
应 用 在 读数 g= GOr.yi6.2)8 p—G(x.yi£ ,9 ) E. RESI 
[GG ast EGG sa) 


p 
-Cr ye nn 9 V Glz, yi, 9) ldxdy 
| 2G as ow 
=| [Glemp S Grit T 
36 
-Glay a) EE Gens 6, ds. 
因为 Gir, y; p) G(x,y:i£' sn YE B 上 都 必须 等 于 零 ,所 以 我 们 有 
] (GGoost D VE G(z,y;8" 0) 
D 


- G(z,yst£" ,9 2 V G(z,y 8, g)]dady = 0. 


但 
V. G(z,yi£, p = 8r- E, v — y) 
和 
v G(r,y:i£ 3) = èl T z" y n), 
AA 
| Gtr, sre Dal - &',y — 9' )drdy 
D 
-G(£E',9' i£,9) 
P 
IGGyie 3 Blr- &,y - g)dxdy = G, 8.92, 
i 
所 以 得 到 


GE pE“) = GE ,ny 16,%). 
本 定理 证 毕 ， 
定理 10.2.2 9G/9n 在 点 {&,w) 处 是 间断 的 ,特别 是 


， aG 
mf s = LER D (y e. 


o ET EUST AE EU] CEAR TARAR kar A T 
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证 明 R EAC 为 边界 的 区 域 , 那 么 把 等 式 (10.2.3) 的 两 边 积分 ,得 


到 
fe Gdrdy = IEE - &y - ndzdy = 1. 
R. R 
从 而 
im] Gardy = 1. (10.2.8) 
于 是 出 散 度 定理 ,得 到 
. d 
lim c Jy ds = 1. 
本 定理 证 毕 . 
10.3 ARRIA 


为 了 找 出 和 格林 函数 GR, G 作为 非 齐 次 方程 的 特 解 与 相应 齐 次 方程 的 一 
个 解 的 和 是 方便 的 . 也 就 是 说 ,假设 G 的 形式 为 了 
GE piy} = P(E, gix y) + g(Ë,7;iz,y), (10.3.1) 
其 中 下 满足 方程 


VF -O(£-r.m9-y)TED Ñ, (10.3.2) 
称 为 自由 空间 烙 林 函数 ,而 g 满足 方程 
V g= 0,7E D ^. (10.3.3) 


i de OREÉ LG — F+ zg 满足 方程 
V G-3€-2:,9- y). TED N, 
而 且 在 8 上 =0, 要 求 g 满足 边界 条 件 
g=- F,#E B k. (10.3.4) 
注意 ,这 里 F AW EW AE MIO AE. 
在 我 们 确定 一 个 特殊 的 边 值 问题 的 解 之 前 ,让 我 们 先 对 拉 普 拉 斯 算 子 和 
AERATOR m F. 
1. 拉 普 拉 斯 算 子 
在 这 种 情况 下 ,函数 下 必须 满足 方程 
VF = 8(£-— z,7— y) ,# D ñ. 
HAX r=- z) tig y2]12>0,BDXT £x R 05 y i FH GE y) 


T Alr y Emn. 


10.3. HE E EU - 237 © 


中 心 , 且 下 与 8 无关, 我 们 有 
1 83 JF 
VF- " >| 2] 0. 


r 
dr 
因此 ,这 个 方程 的 解 是 
F = A + Bigr. 
利用 条 件 {10.2.6), 得 到 外 
lim ZE ys = limf Bag = ]. 


gc C 


E 


BEA B= 172r, A 是 任意 常数 ,为 简单 直 见 ,我们 选取 A —0, FA F B# P AJ 
形式 : 


1 
5,8 - (10.3.5) 


F= 
2. ZEE 
这 里 要 求 下 满足 方程 
Vp + F = ó(z — #,y — 7). 
HEM r0,870 #: 


1 
- 


[rE] er - 0 
x 


ls 


或 
rF + rF + z2r2F = 0. 
这 个 党 微分 方程 是 零 阶 贝 塞 尔 方程 , 它 的 解 是 
Fier) = Aller) + BYo( er). 
因为 点 r=0 不 是 jo 的 奇 点 ,所 以 令 A=0. 于 是 ,我 们 有 
F(xr) = BYpoC«r ). 


但 对 很 小 的 p 
Yalar) == 3 gr. 
利用 条 件 (10.2.6), 得 到 
pn) 30s = BB e = 1 
因此 ,B=1/4. 于 是 F(er) 3X 
Fler) = + Yonr). (10.3.6) 


Q 这 个 结果 可 由 式 (10.2.8) 直 接 得 到 ,因为 Yi y 0. 
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可 以 指出 , 国 为 当 k 一 0 时 ,有 
VE g^ VY, 

所 以 应 当 得 到 (而 且 必 须 得 到 ), 当 0 时 ,有 
1 


] 
q Yotar) XE 


10.4 Bii dar We T B vem] es 


我 们 现在 能 用 格林 蚂 数 法 来 确定 下 询 狱 利克 莱 问 题 的 解 : 

Vu = h,fE DW, 

u = f, EBE. 

fExt (10.2.7) PR e(8,9)  GCE mix y) Fl (5, 9) — u CE, 2,18 


[| (ein Yu - ue, 2 GMEdg 
D 


(10.4.1) 


=| [Ge nz 天- TODES ds. 
但 在 DD 内 ,有 
Vu = h(£,9) 
和 
VG = 0(£ — z,7 — y). 
于 是 ,我 们 有 


Ju _ 9G 
=| [GE pey) jn u(£,9) n |as. (10.4.2) 


HHE B E, A G20 fla = f, HERS GJÉxHIm, hte i 
ulr, y) = [Gtæ,y:£, pote, n)d£dy 
D 


+ | f dds, (10.4.3) 
这 就 是 我 们 在 10.2 WHE ARR. 
[ 例 10,4.1] 作为 一 个 特例 ,考察 D 是 音 位 圆 的 狄 利 克 莱 问 题 .那么 ， 
384i 1425 50 658 F 931 322 E Jal i : 
M MN it DW, 


, (10.4.4) 
ig --F, # BL. 


10.4 拉 普 拉 斯 算 于 的 狼 利 克 莱 问 题 . 29 ， 


但 是 由 式 (10.3.5) ,我们 已经 得 到 下 = (1 27)lgr. 
in Rs ER LE 10.1) (o, 80) flo , 9), Bl 
z= goost, ]š = soos, (10.4.5) 
y = psing, y = asing, 
那么 问题 (10.4.4) 中 的 方程 的 解 是 ( 见 第 入 童 8.4 Tr) 
g= > + M s" (a,cosnB + b,sinnjl), 


其 中 
g=- ji, 8l i + o — 2pcos( B - 0)],#E B E. 


图 10.1 


利用 关系 式 
gll + p? - 2pos(B - 0)] = - 22; £e = 0) 
并 使 sina 和 cosug MRR SELLE a, Mo, ,可 求 得 


n 


aa = -É— ownd, 
2n" 

b, = = sinn8. 
TH 


因此 可 得 
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gio. ia 8) = 二 > Gp sng — 8) 
m1 


-— Z:lg[1 + (ap) — 2Cap)cos( 8 — 0) ]. 
Pr LZ b| ES SF PK ERR 
G(Cp,0:o, B) = gla? + o? — 2epcos( B — 8)] 


— Feli + (ap)? — 2apcos( f 一 8) | 
= dle a? + p* — 2apcos( B — 08) ] 


i [l ° 2p _ 
i re +e G cos(8 0) | 


lj 
tad. (10.4.6) 
Bi arf 
IG - (88 _ 1 1 - p 
gn a Je js- 2n 1 + e? - 2pcos( B - 0) 


Anm h = 站 
1 — p° 
u(p,8) = > o Í + o° — 2pcos( B — gy (38 


这 就 是 著名 的 泊 松 积分 公式 . 它 经 常 写成 下 列 形 式 : 
uo 8) = | PCB- DAAB, 


其 中 称 为 泊 检 和 被. 
10.5 AIREA T EIAk A ya AE [Ra] EB 


RREH ARA AR E KA pu GEAN T E A ya E E T 
解 : 
V ucrku-h, EDA, 
MM & BL. (10.5.1) 
其 中 DELL B 为 边界 的 单位 回 域 .那么 ,格林 函数 必须 满足 
VGe-gG-6(£-r,o9-y), EDA, 
10.5.2 
MM # BE. (10.3.2) 
另外 ,我 们 要 找 的 格林 函数 的 形式 为 


10.5. ZERA TAIA ATE 
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GE NIT y) = PE pixy) + g(8,9;z,y). 


由 式 (10.3.6) 34141 
F = +Y), 
其 中 r-[(£-zY*(5-3Y]^. BUE o 必须 满足 
V g + °g = Ü, ft DW, 
le Is. ít BL. 


(10.5.3) 


(10.5.4) 


(10.5.5) 


x T3 B REUS S S FEAT PRAE LS JII E. TH HS (10.4.5) kg OC RE 


坐标 系 中 的 解 可 以 写成 下 你 形式 : 


glp. ĝia, B) = Y, Ge) Las eranf + b,sinnf], 


其 中 


as 二 一 "XA [k 1 p — 2peos( B — 9) | dé, 
an =- alc] ole Ee Rs 0] 


* cosnpdg, n = {1,2,3,0 


ba =- atc ele /1 + pr Rose ~ 0)] 


- snzpd. 


(16.5.6) 


为 了 求 得 狂 利 克 莱 问 题 (10.5.1) 的 解 ,我 们 把 问题 (10,5.1) 中 的 方程 的 


BULL G 并 进行 积分 ,于 是 有 
IS u + 2u)G(2,7iz ,y)d8d7 
= [Ae GG gia odds. 
然后 在 上 面 等 式 的 左边 应 用 格林 公式 ,得 到 
IAE GC. 2:2. )d6d2 


- Jv G+AG)dedy 


zi [cs - « S8 Jas. 


BE D ñ, AV G+<2G=8(£-—zr,y- y), HE B E, G=0. 因 此 ,我 们 
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有 
ulr, y) = face, PGCE qir y)dgdy 
l `Y dG 
+ | f(t 34 5: (10.5.7) 
HP G B55(10.5.3),(10.5.4) $0(10. 5.6028 HH. 
10.6 静电 源 像 法 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 得 到 格林 子 数 的 另 . “种 方法 , 这 种 方法 称 为 静电 
源 像 法 , 它 下 要 是 通过 无 界 区 域 的 格林 函 数 来 构造 出 有 界 区 域 的 格林 函数 .这 
种 方法 的 缺点 是 , 它 只 能 应 用 于 边界 具有 简单 几何 形状 的 问题 ， 

作为 一 个 例子 ,考察 在 10.4 节 中 已 解决 的 同样 的 狄 利克 莱 问 题 . 

设 P(&,7) 是 在 单位 圆 D PIS. Qc, y EE D PIRA, P Ti 
HQ Bg K. MAK QUIET D FP SER EQ 的 射线 上 (如 图 10.2 


(单位 图) 


图 10.2 


所 示 ) ,使 得 
OQ /ga = s/OQ', 
其 中 = 是 以 原点 为 心 ,通过 P 点 的 圆 的 半径 ,点 Q 称 为 源 点 己 的 像 ， 
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因为 三 角形 OPQ 和 OPQ fE O 点 有 公共 角 , 且 根据 假设 有 
(OQ )( OQ )- 一 a^, 
所 以 这 两 个 三 角形 是 相似 的 ,我 们 有 


=, (10.6.1) 
r g 

t = PQ ,p= OQ. 

如 果 我 们 取 a = 1, HE 2, 

Lll, 
r p 

于 是 可 清楚 地 着 到 函数 

Dir lio 1 1 


在 边界 c=1 上 等 于 零 ,在 D 内 除 点 QQ 外 是 调和 的 , 且 满 足 方程 (10.2.3 儿 注 
Bler ET EDD 外 面 的 点 Q 外 是 处 处 调和 的 ), 这 就 启发 我 们 应 选取 格 
SE] 
G = 
注意 到 点 Q 是 在 (1Ao,98) 处 ,因此 GG 在 极 坐 标 系 中 具有 下 列 形式 ， 
Glp,0;0,8) = Helo? + p° — 2apcos( 8 — 8)] 


l igr -derti lg- (10.6.3) 


l [l o 5p _ 
ato 2 ^ cos(B 8) 
2l, (10.6.4) 


这 和 由 式 (10.4.6) 给 出 的 G AE BEER. 
格林 函数 (10.6.3) 或 (10.6.4) 的 物理 解释 是 十 分 有 趣 的 .格林 函数 的 第 
一 项 表示 在 源 点 上 放置 单位 线 电荷 所 产生 的 电势 ,第 二 项 表示 在 像 点 上 放置 
负 单 位 线 电 荷 所 产生 的 电势 ,第 三 项 表示 一 均 名 电势 .这 三 个 电势 的 和 组 成 的 
电势 就 是 所 求 的 格林 函数 . 
[ËJ 10.6.1] 为 了 说 明 一 个 简单 而 明显 的 情形 ,考察 半 无 限 平 面 9 0. 
这 个 定 解 问题 是 
I" =h 在 73 之 0 内 ， 
u-f 在 ?=0 上 ， 
设 fzr,y) 是 源 点 .通过 观察 , 像 点 显然 应 该 是 (z, 一 y)., 因 此 如 果 我 们 槐 
j FP OR I 
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G = ell- x + (Q 7 Y] 


- ided(£ - z) (2 + y’), (10.6.5) 


邦人 么 在 ?=0 上 ,G=0 的 条 件 是 显然 满足 的 . mE, RKA G i AER 8 ex FE 
7 之 0 内 也 是 泣 和 的 ,并 日 满足 方程 (10.2.3)， 


,.9G| [ 3G 
BUTS] | J |, ,因此 解 (10.4.3) 为 
ua qu 


2 
zi T CE cU aces paar. (10.6.6) 


[5 10.6.2] 另 一 个 可 很 好 地 说 明 静 电源 像 法 的 例子 是 在 四 分 之 一 无 
限 平面 上 的 劳 平 问题 , 即 
V u= hlg), 1460,59 >0 内 ， 
u = f), # z = 0 上 ， (10.6.7) 


这 个 问题 如 图 10.3 所 示 ， 


n Viu-h 
Vig-6(&-xyg-y) 
(xr MR É----40» 
i r G=0 E t 
! | 
| Z ! 
| Zzzza2azzz ZZ 
l 
; | d 
1 I 
i I 
i I 
(2x -月 于 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
图 10.3 


l-r, y) or, -yy) 和 (z, 一 y) 是 源 点 (zy7) 的 三 个 像 点 .那么 通过 
观察, 可 立即 构造 略 条 国 数 
G- L I£- x) £z lie z "` t+(2 + 2] 
Ar * [CE xz) t (9 - yY [CS + z)' + (n + y)°] 
(10.6.8) 
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XC RECURUR E RV G —0, E £—0 LE G=D fE 5-0 EF G,-0. 
于 是 由 式 (10.4.2), 解 是 
du 55 ds 


u(z uy) = oea. | (65; - n$e 
-| | cadsay + | ag (GGG: dt 


+ P ropas gizar, 


10.7 本 征 图 数 法 


在 这 一 - 节 中 ,我 们 将 应 用 在 第 九 章 中 讨论 过 的 本 征 函 数 法 米 求 格林 函数 . 
考察 边 值 问题 


Vu -h, EDA, N 
| „=f, EBE. (10.7.1) 
这 个 边 值 问题 的 格林 函数 G 必须 满足 
ipa Xaov EDA, (10.7.2) 
全 = Ü, # B E. 
因此 ,与 其 相应 的 本 征 值 问题 是 


le = 0, TE B L. 
没 wm" 是 对 应 于 本 征 值 Mu 的 本 征 函 数 ,然后 把 G A a RECS DEP BUR. o, E 
JF. ARE 
G(E giz,y) = 2, 2 jam (x 3) 9a 8. 3), (10.7.4) 
8(£-x,9-)-2 2 ba (m,y)pa (6,92), — (10.7.5) 
其 中 
ban = a 9 ui es C ded 
EP Ë 
"fUr (10.7.6) 
ran 
| e. = || aed. 
n 
现存 把 式 (10.7.4) 和 和 {10.7.5) 代 入 问题 (10.7.2) 中 的 方程 ,并 利用 由 本 征 值 
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问题 {10.7.3) 得 到 的 关系 式 
Vi Pinn + Amnn = 0, 
得 到 
- 2) 2 Aminn ht Y) gas C5, 1) 


_ SY 5 Ens n Y) ua 8 0) 
2» EE 


因此 


Bo (10.7.7) 


Ou (z, ) =- 3 
° ” Án | Pom | 2 


Br 1 8 PK IR SCR 


Gliz, y) =- o3 P E, (10.7.8) 
[50110.7.1]  fE3X — T HIE, aE D 0< z< a,0< y«b 内 的 


狄 利克 莱 问 题 


Vu-h, EDK, 

u = 0, EBE. 

用 分 离 变量 法 可 以 求 得 本 征 值 和 本 征 函 数 , 设 解 的 形式 为 
q(5,9) = XE) Yy). 


把 这 样 的 解 代 人 下 列 本 征 值 问题 ， 
Waaa t£ DW, 
p = 0, #f# BF, 
就 得 到 两 个 常 微分 方程 
X + aX = 0, 


Y'+ (À -a2)Y = 0. 
H F# JE RI X() T X(0)-08 Y(0)= Y(b)=0,Br L ur R X 
AYA 

X,CE) = Ansin Z7, 

Y,(2) = Basin “p7. 
于 是 我 们 有 

m? n* 
M. rr tgo) 


因而 得 到 本 征 函 数 
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E mme. nu 
E = SH a E41 b , 


知道 了 ou, ,就 可 计算 | gus | ,得 到 
arb 
| e 1? = NIE S iy "o dada = ab 


4 
于 是 由 式 (10.7.8) 得 到 格林 函数 
Glé, giz. y) 


10.8 高 维 问题 


格林 函数 法 可 以 容易 地 推广 到 三 维和 高 维 问题 的 应 用 中 去 , 国 为 在 目 然 
科学 中 遇 到 的 大 部 分 问题 都 是 三 维 问题 ,所 以 我 们 下 面 要 给 出 几 个 适宜 于 具 
体 应 用 的 例子 . 

首先 让 我 们 在 二 维 空间 中 推广 格林 泪 数 的 定义 

含有 拉 普 拉 斯 算 子 的 狄 利克 莱 问 题 的 格林 消 数 旺 满足 下 列 性 质 的 函数 : 


(a) M G=- y- pe-p), ÆRA, (10.8.1) 
G=0, # S L; (10.8.2) 
(b) G(z.y,zxi£, 9.) GUE, q Ei o z); (10.8.3) 
， dG 
(J) 区 | 2 9s=1 (10.8.4) 
其 中 x 是 曲面 
S.,(z — EY + (y — 9)? + (z — 2 = =° 
的 单位 外 法 线 . 
像 二 维 情况 的 做 法 一 样 ,下 列 狂 剩 克 莱 问 题 : 
Vyu-h, ERA, 
, = f, ESE (10.8.5) 
的 解 是 
u(x,y,z)-— li Gh dR + [r28s. (10.8.6) 
R s 
再 设 


G(£, 9, Es, y, z) 
-F(G p xoyxbtgRE,qy0uxgzh 
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Hop F 满 是 方程 
VELOQr-£8,v-mr-t.ERR, 
而 g 满足 下 列 方程 和 边界 条 件 : 
Vg-0, TERM, 
g--F, ESE. 
[P] 10.8.1] 考察 半径 为 a 的 球形 区 域 的 犹 利克 莱 问 题 , 这 时 , 除 源 点 
外 ,必须 有 


WF=0. 
对 于 
r = [(ë — z): + (0 — y? + (£ — zY]? > 0, 
Hr. yz) gs RHET 


当 >D 时 ,积分 可 得 


利用 条 件 (10.8.4) ,得 到 
to] 964s = 四] Eas = 1. 
所 以 B= -14r, 而 4 是 任意 常数 MRSTEEL, $ A=0, RARA D 
+. (10.8.7) 
为 了 得 到 插 林 函数 ,我们 利用 静电 涉 像 法 . 如 果 画 一 个 类 似 于 图 10.2 的 
三 维 简 图 ,就 可 得 到 与 式 (10.6.1) 类 似 的 关系 式 : 


F =- 


r = "a (10.8.8) 
其 中 x 和 wp 都 是 三 维 空间 的 量 .于 是 我 们 可 以 找到 格林 函数 
6-i( e) (10.8.9) 


它 除 源 点 外 在 球 R 内 是 处 处 调和 的 , 旧 在 球面 S 上 等 于 零 . 
利用 球 坐 标 


£ = rcosdsina, z = pcospsing, 
9 = rsinósina, y = psingsing, 
£ = rosa, z = posh, 


全 ”这 是 三 维 外 问题 在 无 穷 远 处 的 有 界 性 条 件 . 
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KB o«a,0« 8 1,0€ pXZx. üt(r.a. d) P ARER, (0,0, 9)79 Q 
点 的 坐标 ,那么 G 可 写成 下 列 形式 ， 
EN | 


G; = TA? 
anir? + e g 2roeosy) ` 4n (t£ + a° — 2speosy] 
a 
(10.8.10) 
其 中 y 是 矢 径 OP 和 OQ 的 夹 角 . 现 在 对 G 求 微分 ,我 们 有 
2G _ a? — 22 
E: NM — Anala? + (^ — 2apcosy ) 
FEH & = Ü H, FRA A sz 3 In] ER PJ RE At 
_ ata 一 二 2) xn Fa d)sinadadg 
ulo 8, p) J, N (a? +- 2apcosy ) ^" 
(10.8.11) 


其 中 cosy = cosacos + sinasincos( di — g). 这 个 公式 称 为 三 维 光 松 积分 公式 ， 
对 于 球 的 外 问题 , 它 的 外 法 线 方 向 是 向 原 氮 的 内 径 间 ,在 公式 (10.8.11) 
"B Ce? — a? EE Ca? ~ p?) ,就 能 容易 地 得 到 解 . 
[5 10.8.2] 另外 一 个 例子 是 含有 交 姆 填 兹 算 子 的 三 维 辐射 问题 : 
5 ud xu = Ü, 


lim r"(u,* + ixu) = 0, 


其 中 i=w -1,r "是 场 中 的 点 与 原点 间 的 距离 ,而 这 个 极限 条 件 称 为 辐射 条 
件 ,在 这 种 情况 下 ,格林 消 数 必须 满足 方程 
VA (Ga k*(GG = lE- x,9 — y, E - x). 
因为 这 时 只 有 一 个 点 源 , 所 以 上 述 方程 的 解 也 只 是 r 的 函数 ,我 们 可 把 


W T 2 MERE 26 8 I 
$0,236, 2G = 0, r0. 
注意 ,这 里 我 们 已 把 源 点 取 为 原点 .如 果 把 上 面 这 个 方程 写成 下 列 形式 : 
Ked , &*(Gr) 20, r>0, 
那么 容易 看 出 它 的 解 是 
Gr = Ae” + Be", 
Bp 


G= AS +B" 
r r 
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为 了 使 G 满足 辐射 条 件 


必须 A=0, 因 此 G 的 形式 为 
G = B —. 
r 
为 了 确定 R, RA 
. 3G ， ei] . B 
im 34, 05 =- im B ° [+ + ix Jas = 1, 
HETI B--—1/An, BEA GER 
E e” 
G = drr’ 


注意 当 <=0 时 ,这 个 格林 函数 变 为 -14rr， 
10.9 诸 依 曼 问题 


在 边 值 问题 这 一 章 中 ,我 们 已 经 指出 对 庄 依 曼 问 题 比 对 狐 利 克 莱 问 题 需 
要 更 多 的 注意 .因为 对 庄 依 曼 问 题 的 解 的 存在 性 来 说 ,附加 条 件 或 限制 条 件 尾 


必须 的 . 
现在 让 我 们 考察 诺 依 虽 问 题 : 
Vu +u = h, ERW, 
^M = 0, 在 S 上 . 
n 


根据 散 度 定理 ,我 们 有 
I V. udR = | as. 
R s 

Bikin Ray 8323 oR 25 3E dl LEUR ,得 到 


&* D udR — I hdR. 


R K 
就 泊 松 方程 来 说 ,x =0, 上 述 关 系 式 仅 当 具有 下 列 条 件 : 


J rar - o 


时 ,才能 得 到 满足 . 如 果 我 们 考察 一 个 热传导 问题 ,这 个 条 件 可 以 解释 为 :物体 
产生 的 总 热量 必须 是 等 , 这 在 物理 上 是 合理 的 ,因为 这 个 物体 的 边界 是 绝热 
的 ,使 得 经 过 边界 的 总 热流 量 是 零 ， 
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如 果 在 这 种 情况 下 ,我 们 把 格林 函数 定义 为 
(V. Gc G-8(6-x,g-y.E- 2), ERA, 
E: - 0, ESE, 
n 
BE 2 e UE 
x ll GdR - 1. 


MPH, 上 式 不 能 得 到 满足 .但 根据 物理 上 的 推理 ,我 们 知道 ,如 果 
Ñ zar = o. 

那么 解 是 存在 的 . 因此 我 们 要 修改 格林 函 教 的 定义 ,使 得 有 

SU = C， 在 S 上 ， 

其 中 C 是 常数 . 当 在 R ERV G =8 进行 积分 时 ,得 到 


c||as = |. 
不 准 证 明 如 果 满 足 条 件 。 
[cas = 0, 
那么 G 仍 是 对 称 的 . 于 是 在 上 述 条 件 下 ,如 果 取 C 是 曲面 面积 的 倒数 ,那么 
泊 松 方程 的 庄 依 坚 问 题 的 解 是 
u(r,y,z)- C* + || GG itm Dal Datandt, 


JKBC'E—EX. 
这 里 应 该 注意 AAR RORI FB SR Bir i FK UI AE ZR E LM ERG 
的 问题 . 来 代替 含有 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 ,这 才 和 使 解 可 以 表示 为 积分 的 形 
x. 
不 管 上 面 讲 过 的 方法 ,我 们 最 后 还 可 注意 到 , 非 齐 次 方程 带 有 齐 次 边界 条 
件 的 定 解 问题 和 齐 次 方程 带 有 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 是 可 以 互相 转化 
的 .为 了 说 明 这 一 点 ,考察 下 列 定 解 问题 : 
Lu = f, ER, 
u—0, TRE, 
其 中 3R 表示 区 域 R 的 边界 . 
MES o-uw-u, Hm xz fE R 内 满足 方程 Lw = 六 那么 上 述 定 解 问题 
可 化 为 定 解 问 题 
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[Lu -0, ÆR, 
» = w, 在 59R k. 
反之 ,如 果 考 察 下 列 定 解 问 题 : 
Lu -0, # RM, 
“=g, 在 3R 上 . 
通过 令 w= 名 一 4 , 且 求 出 在 9R EWER w= g 的 ww, 那么 上 述 定 解 问题 
容易 化 为 定 解 问题 


i = Lw = w', ERA, 

v = Ü, EIR L. 

实际 上 ,如 果 有 定 解 问题 

Lu = f, ERÄ, 

u-g, 在 dR 上 ， 

那么 我 们 可 以 把 这 个 定 解 问题 化 为 上 面 两 个 定 解 问题 中 的 任何 一 个 问题 . 


j md 


1. 如 果 Lm PHA 21 3 T 
Lu = Aur + Bum t Cu, t Du, + Eu, + Eu, 
fM 表示 工 的 伴随 算 子 
Mv = (Av), t (Bu), t (Co), - (Do), - (Eu), + Fv, 
证 明 下 列 格林 公式 成 立 ; 


] Gi - uMv)ázdy = | [Us(n,z) + Voos(n, y) ]ds, 


其 中 
U = Avu, - u( Av), = u( Bo), + Duv, 
V = Bou, + Cvu, — u(Cu), + Euv, 
而 3R EKER 的 边界 ,ne EIR 的 外 法 线 方向 . 
2. 证 明 一 个 区 域 的 格林 阔 数 如 果 存 在 ,那么 必定 是 惟一 的 . 
3. 栈 定 下 列 单 位 图 的 狼 利 寓 菜 外 问题 的 榨 林 函数 ; 
V'u-cÓ, &r21H, 
ú= f, *r-l1L. 
4, 证 明 当 y—= z(6,9),y= (£, A 


Br - zo)8(y — yo) = THe- 1)8( 7 — m), 
hJ ERREA, Ceo y) (y, 加 ) 的 对 应 点 ,并 由 此 汪 明 在 极 举 标 情况 下 ,有 


Bx — zo)8(y c» = LG ro)8(8 - 8). 


3 H (253 - 


5. YK Esa bd EFI RAAR RRE 3k PR Ede 
[yere uic net ct) 
G =0, 在 #8=0 和 = a E. 
6. RIRA RHEES R BERE KRAN EAT ERAR E. 
7. 求 下 列 狄 利克 菜 问 题 的 解 ， 
Viu = 0,0< z < a,Ü < y < b, 
run = u(a,y) = ulr, b) = 0, 
u(>,0) = f(x). 
8. 确定 下 列 犹 利克 荣 问 题 的 解 ; 
Viu = f(r,8)Yy， 在 口内 ， 
u = Ü, # B L, 
Hop B ERR 的 圆 记 的 边界 . 
9. EAR >o 上 确定 汪 是 下 列 方 程 和 边界 条 件 的 格林 函数 ;: 
MA KG = £-r,9-y.E-z), 
G=0， 在 t=0 上 . 
10. 在 半 无 限 室 间 “>0 上 葡 定 满足 下 列 方程 和 边界 条 件 的 格林 函数 : 
他 + 人 


40 
In Ü, TEt = 0 F, 


I1. 在 四 分 之 一 平面 上 >0,7>0 中 , 求 满足 下 列 方 种 和 边界 条 件 的 格林 函数 : 
e = HE rN- yh 
和 =0, 在 上 = 人 0 和 7 了 =0 上 . 
12. 在 四 分 立 一 平面 上 >0,72>0 中 , 求 满足 下 列 方程 和 边界 条 件 的 格林 函数 ， 
VIG —8(£-x,9- y). 
feon = 0, 
G(CE,0) = Q. 
13. 在 半 平 面 0< << oo, - co < y< coti sR F 31) XE PEE l ER J 38 E PS $€ : 
Viu = fl z < co, — eo < v < co, 
u = 0,# + = 0 E. 
14. 确定 满足 下 列 方程 和 篆 件 的 格林 西数 : 
er 


G = 0, 在 3R 上 ， 
G TEX; SS Eb AUR SP, 
其 中 R 是 半 无 限 带 <ra, ya, 
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15. 3R LIE P9] Jr EMARE R A: 
V2G = Latr- p,8 - 8),0< 0< 50r], 


G = 0, 在 9 =0 和 8= 人 上 ， 


ZG -0， 在 r = 1 上 
Ti 
16. AE iE Pa 
1 ð? 94Y Fu 2 _ 
E xU) u = Ü,r 2 0,z > 0, 


la. _ |), Xr a,z = 0, 
- lc. 3 y < a,z = Ü. 
17. 求 下 列 定 解 问题 的 解 ; 
Viu -0,0€ r < >%,0 < 8 < 2n, 
u(r,0U-) = u(r,Zx-) = 0. 


18. HENE 
V?u-xku-f 

在 矩形 Us ra. Oscysco 的 四 边 上 都 等 于 零 的 格林 没 数 . 

19. HERABE 

V2g + 2 = 0,0< z <a, o < y < eS, 

在 *=0 和 z=a 上 等 于 零 的 格林 函数 ， 

20. 解 狂 利克 莱 外 问题 
V^uy = 0r>1, 
u(1,8,9) = f(8,o). 

21. 用 静电 源 像 法 确定 由 于 点 电荷 q 靠近 一 半径 为 a 的 带电 势 V 的 导电 球 而 产生 的 
电势 ， 

22. 用 静电 源 像 法 证 明 : 由 寺 一 半径 为 R 的 导电 球 在 均 句 电场 Eo 内 而 产生 的 电势 为 


2 
U =- h [r - 5 eos, 


其 中 x,8 是 以 原点 为 心 的 球 的 极 坐 标 . 
23. 一 长 为 ! ,半径 为 R 的 圆柱 体 ,其 两 端的 势 为 零 ; 铀 面 上 的 势 为 iL8,x). 求 图 柱 体 
VES. 


第 十 一 章 SHE 
11.1 和 傅 里 叶 积分 变换 


对 于 包含 无 限 区 域 或 半 无 限 区 域 的 问题 ,我 们 经 常 需要 采用 积分 次 换 法 . 
在 第 五 章 中 ,我 们 已 讨论 了 在 区 间 (- ce,co) 上 以 2r 为 周期 的 函数 的 铺 里 叶 
级 数 . 但 是 , 非 周期 函数 不 能 用 傅 里 叶 级 数 来 表示 .在 许多 问题 中 ,我们 要 对 这 
种 画 数 求 出 一 个 与 傅 里 呈 级 数 展开 式 类 似 的 积分 表达 式 . 

E 5.10 节 中 ,我 们 已 经 知道 f(xz) 在 区 间 [ 一 Z, ] E By 8 B 2 3k E 


f(x) - F Macs rt Er c (11.1.1) 


其 中 
= no EE d dit, k-0,12,", (11.1.2) 
b, = Nm me k -1,2,3,*". (11.1.3) 
jg 01.1.2)8I6C 1.348 A (11.1.12 ,我 们 有 
fo) =B| pou EX peo E eos erts 


ZO . sin ed | 
-Af nor x fos 556 = z) |a. arae 
现在 假定 F(z) 在 ( - co,co) 上 绝对 可 积 , 即 积分 
[1 G) 1 de 

Ren B, BE 2 

| E | _ -AF fde «lr | f) 1 dr. 
当 Loss ERST TE, A z TE, 4 om, 3 C11. 1.4) F 8 

Fla) = im iX fes | Fs - z) Jat. 
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如 果 记 
"E " ha cosa cw = d, 
4 fix)n] AT ng 
(z) = jm Fadda, 
其 中 


Fla) = 1| Aolat - 2) lde. 
如 果 画 出 函数 下 (a) 的 图 形 ,我 们 能 清楚 地 看 到 和 式 
ETIN 
是 在 曲线 y= F(a) 下 的 面积 的 近似 值 ( 见 图 11.1). 34 4 oo KE, Aa-0, ifi E 


B 11.1 


IURE S EST — F EB. Pa 
Ka) = [TES fous axe]. — 1.1.5) 

这 个 积分 表达 式 称 为 FOIS €. ef d DER, EERE AEEA Bu 
这 个 积分 的 收敛 性 问题 . 如 果 FUz) 满 足 某 些 条 件 , 我 们 可 以 证 明 表 达 式 
(11.1.5) 确 实 是 成 立 的 ， 

8|38 11.1.1. 如 果 F(x) 是 区 间 [0,5] 上 的 分 段 光 滑 函 数 , 那 么 当 5>>0 
时 ,有 
snar 


r5 
lim| f(z) 
证 明 把 所 考究 的 积分 写 为 
d sinAz | smàr | 
MORTEM E 


dr = > (Q +). (11.1.6) 


H.1 fup» (0257 7 


+ f(x) - f(Ü +) 
Ü T 


sinAxdzr 


_ ? sint 
= /00 uj. Sar 
[x £01) 
ü NA 


sinÀrdr. 


内 为 f EER BED LRE e pae ea EO EO eg 
连续 的 ,于 是 由 歼 昌 - 朝 贝 格 引 理 , 当 -oo 时 ,第 二 个 积分 趋 于 霍 .又 由 于 

N sn, = = 

o t | 12' 
因此 可 得 


anas 


lim f) = = > f(0 +). 


本 引 理 证 毕 . 
11.1.1 (ERRA) WEAR ftx) 在 每 个 有 限 区 间 上 是 分 
段 光滑 的 ,而 且 在 (一 ,上 绝对 可 积 ,那么 


TAa +) + f(z 2] 
- L[I[^ Kaosa - z)dt |da 


x 
VE RH TEM 

| | f(z) | di < v, 
因此 我 们 知道 积分 

[^ f(a)eosa(u — x)di 
关于 a 和 <z 是 -- 致 收 敏 的 .所 以 二 重 积分 

es 

I = PI Soset - z)dt [de 
的 积分 次 序 可 以 交换 ,于 是 可 得 
I -| [f FC osale - z)de dr 


-| f) jm tr, 
AES peo REIS 
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如 果 对 上 面 第 三 个 积分 作 代 换 ¿= r — z RHE 
lo sm tt z) P Tid? = [^ # + xr) Soat jy 
根据 引 理 11.1.1, 当 4 一 吕 时 ,上 式 的 极限 等 于 rfr + )/72. Æi, Em5 
二 个 积分 当 A 阅 oo 时 趋 于 w(x 一) 六 ,如果 取 M 充分 大 ,上 面 第 一 个 积分 和 
晤 后 一 个 积分 的 绝对 值 都 小 于 ee 及 .所 以 当 A-*o0 时 ,得 
| [| SrGeosa( - z)a: Jaa = 2 [f(z +) + f(x -)). 
(11.1.7) 
本 定理 证 毕 ， 
如 果 了 在 点 x 连续 ,那么 
fix +) = f(z —) = f(x), 
XU [81835 (11.1.7) 4835 
OLEUM | O cosat - z)at Jaa. (11.1.8) 
我 们 可 以 把 傅 里 时 积分 (11.1.8) 表 示 为 复数 形式 .在 这 种 情况 下 ,把 
1 ielt-x) -ialt-x) 
[e te I 


osa ( — x) > 


代 大 趟 (11.1,8) ,并且 写成 两 个 积分 ,得 到 
f(x) - |` Fail drda 
+ SN M Flrye PU ? dida. 
U nac if 变 成 ~ a ,就 得 到 
f(z) = A. A. fet) edi |e "da. (11.1.9) 
HERIDA FL m 


EE 11.1.2 RER f(x) fE( — co ,ce) 上 连续 、 分 段 光滑 而 且 绝对 可 
积 ,如 果 


F(a - KO dz, (11.1.10) 


那么 对 一 切 zx, 有 


flr) = x]. "^ F(a)e "da. (11.1.11) 


函数 F RA FLz) 的 博 里 叶 积 分 变换 ,而 fir MOS Fa) EE tA 


11.1. MEHER EE "21590 ， 


分 递 变换 (以 后 积分 变换 简称 变换 ) .注意 ,这 里 因子 172 已 经 拆 开 ,并 分 别 放 
在 式 (11.1.10) 和 (11.1.11) 的 积分 前 面 .但 我 们 经 常 发 现 , 因 f. 1/2x Hi #E 
关系 式 (11.1.10) 或 (11.1.11) 之 中 ,而 且 在 式 (11.1.10) 中 函数 e” 写 成 
e ,从 而 在 式 (11.1.11) 中 函数 e eu e. 

[5] 11.1.1]. RAM f(r)=e 的 傅 里 叶 变换 . 

由 式 (11.1.10) ,有 


Fla -+f e !gtd, 
T —on 
1 [ tia) Lj -i(1 ~ia} 
=-= dt + — d: 
SIm om Je 
. 1 / 1 1 ài. [2 I 
= Elit tl ia] + 


与 博 里 叶 正 弦 级 数 和 和 情 里 叶 余弦 角 数 相 类 似 ,对 奇 函 数 和 侦 苯 数 可 分 别 
AREER ERARE vd IE EGER. 
推论 11.1.1 (r EXA Srk, mA t aE m|( — oo, co) 
使 之 成 为 奇 函 煞 ,并 满足 傅 里 时 积分 定理 的 条 件 . 如 果 
Fa) - 4 2|" fiosnarar, 
那么 在 rzxz) 的 连续 点 处 ,有 
f(x) =a [7 Fala )sinazda. 
证 明 ”由 式 (11.1.8), 我 们 有 
fíx)- HMINEOCT t sinorsinaz )dz |da 
因为 对 所 有 实数 1, 有 太一 让 = 一 所 ,所 以 
| f(yoosardt = 0， 


| fGsinazdt = 2| fG)sinordt, 


f(x ENAN NEN f(sinatdt |sinazda. 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结果 .本 推论 证 毕 . 
Htib 11.1.2. i f(x) X E Oc < co E, mi EL E EHE- so, co) 
EB I B AA, A 48 E ep LA XE FRI AR PE. 如果 


从 而 


F,(a) = 2 riesci, 
那么 在 f(x) 的 连续 点 她, 有 
fx) - / 2 | F.ta)eosazda. 


证 明 由 式 (11.1.8) ,我 们 有 
-iP a ar t sinatsinar a 
f(z) = L|: [Eros tcosar + sinatsin Jar |a ， 


因为 对 所 有 实数 1, 有 (一 上 = FG) BEVÀ 
| f(t)o0sardt = 2] FG Yeosetát 


[f COsinatd: = f. 


f(r) ZEN 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结果 .本 推论 证 毕 ， 
[5] 11.1.2) 3K PA. Flz)=e "(a 0) 8E ER H TE CIS 808 EHE UE e 


从 而 


因为 
_ /2| a - 2 [- -ar Cosas | 
Fla) ESI sinazdt = a | 
-J2 E * eosat dt 
21. Lafe sna) 
T og x d a jp 
2r 
一 二 与 | 。 ? anatdt 
所 以 
2 2 1 
5er 3)-42 1. 
因而 


[2 


F,(a) nh Tg? + aT 
同样 我 们 可 以 确定 F.(a), 得 到 
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7 
F.(a) m 2 


Fr 
T a” ka 


11.2 傅 里 叶 积 分 变换 的 性 质 ? 


定理 11.2.1 (线性 定理 ) 傅 里 叶 变 换 是 线性 变换 . 
证 明 设 函 数 f(z) 的 傅 里 叶 变 换 表 示 为 


Ff] = F(a) = -| feya, 


vw 2m 
那么 对 两 个 任意 常数 a^ 
S[af + bg] -二 | [af * bg je" dz 
vy Am -9 
iaf b Bi Tet 
X VI dë CJ aee dé 
=af[f]+bFflgi 
本 定理 证 毕 . 


定理 11.2.2 (位 移 定 理 ) EFUFE BRENER, IA 
多 [Fr -ce)) = e*2[fG)]. 
其 中 c 是 任何 实 常 数 . 
证 明 ”由 定义 ,我 们 有 


fp 01 [7 iat 
Fifa -«c)] | fe — ce" dt 
-| feas 《〈 作 积分 变量 变换 = + — e) 
-e* | f]. 
本 定理 证 毕 . 
定理 11.2.3 {相似 定理 ) AUR [FE 了 的 体 里 叶 变 换 , 那 么 
FUF] = {1/1 ce 1)E0eZc), 
其 中 - 是 任何 不 等 于 零 的 实 常数 . 
证 阴 WF 020,95 


F| fie 2p ct e= 
[Gl = 点 | Fedt. 


Q drm m E REER, B t RE RA EW EX 1.1.1 的 条 件 的 . 


- 282 - B AtA Foti 


, -d 1. 


-(l/ZIcl)F(ac). 


O fejelte 


本 定理 证 毕 . 
定理 11.2.4 (微分 定理 ) 设 了 在 (- 99,09) EXESEAE ROUTE, i H 4 
Lent, f(2)0. ELE. f #l f ERAI REL HE Z 


3if'] == ias |f]. 
iERH 事实 上 ， 
FUF GG =Z- Fedi 
1 证 | "° [e iat 
UN u -ia| ae dz 
=— je E fCeO)]. 
AE PUES. 


这 个 结果 容易 加 以 推广 , 设 fF 和 它 的 直到 nw 一 1 阶 的 导数 都 是 连续 的 , f 
B)» 阶 早 数 是 分 户 连 续 的 ,上 且 AEREN a 阶 的 导数 都 在 ( - oo, co) F 28 
对 可 积 , 另 外 , 设 和 它 的 直到 ;一 1 阶 的 导数 当 |t| 一 55 时 都 趋 于 零 , 那 么 

FIFO] = (CC iaY2[f(r))n2 = 1,2,,7.— (012.D 
[8] 11.2.1] 求 下 列 在 半 平 面 y 0 上 的 狄 利克 菜 问 题 的 解 了 : 
Hee tou, = Ü, -o < z < co, y > 0, 
z(z,0) = f(x), -<r oo, 
imatr) = 0, im ley) = 0, 
3 y — °° 时 ， u AI. 

4 Ula yE ulr y XT Ed z 的 傅 里 叶 变换 , 即 


U(e,y) = 二 | u(z,y)é=az, 


2n 
利用 式 (11.2.1) ,我 们 有 
Flua] = (ia YF lul] =- a Ule,y). (11.2.2) 


注意 ,这 时 还 有 


中 ”由 于 预先 不 知道 x 是 否 满足 傅 里 叶 变 换 与 运算 条 件 , 因 此 下 面 的 推导 过 程 只 是 
REA. . 


11.2 fg BUE) SE f BO PE Fh 


把 近 普 拉 志 方程 对 x 进行 傅 里 叶 变 换 , 得 到 
Slut uyl- 0. 
利用 定理 11.2. E, n] 48 
Z[u, 1 + Flup] = 0. 


把 式 (11,2.2) 和 (11.2.3) 代 入 式 (11.2.4) ,就 得 到 


tE T 4$ 2438 a 的 二 阶 常 微 分 方程 , 它 筋 解 是 
U(a,y) = Alaje? + B(aje %, 


(11.2.3) 


(11.2.4) 


AA yoki, u 是 有 界 的 ,所 以 当 y— cob, U (a y AB A RH rB. T 


EH o0 BI. Aa) 70, HH. 


U(a,0) = Bla). 
34 o0 h] BMA Bia) -0,ml H 
U(a,0) = Ala). 


因此 对 任何 = ,有 
U(a,y) = U(a,0)e >， 


注意 到 
U(a,0) = 9[u(x,0] = *[fCz)], 
由 此 可 得 
Ll d^. x oly der + 
Uta y) = -让 | fone és. 


所 以 Uta y IE 2E 8 7 
_ 1 [° _1 Í” -laly iat jg | -ier 
u(x,y) r. c dë € da 


LLJ? eue" etas 


= alité-aM- laty = _— 2 0. 
NE da (ë rT yb 


因此 在 举 平 面 y>0 E AERIS 38 p] 88 B 8 JE 
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ulx.y) = x TEE 
我 们 还 可 以 由 这 个 解 推出 在 半 平 面 y>0 上 的 庄 依 曼 问 题 的 解 ， 
[b|] 11.2.2】 求 下 列 在 半 平 面 v 70 上 的 道 傅 曼 问题 的 解 : 
Has 十 uus = Ü, -0 < r < So y > 0, 
u(x,0) = glr) - @%@ < rx < °°, 
| mate) = 0, mas 0 
X y — o0 时， u HAN. 
& v(x,y)7 ur, y), 那么 


u( x, vy) = | uz. 5)dy. 


其 中 a 是 任意 常数 .于 是 诺 依 曼 问 题 变 为 下 列 犹 利克 莱 问 题 : 
e: o ^u, Fu 


9 
= ¥ 一 — + = 
d? t ay! "P 3y? Jy Uta s) 0, 
v(zr,0)- uy ax ,0) = glr), 


它 的 解 为 
ioa) [s LEES 
因此 可 得 
u(x,y) lp TERUEL 
- Af cou [ E7873 ae 
11.3. 卷 积 及 其 傅 里 叶 变 换 
ic 


1 Ë 
* = 一 一 D— d 11.3.1) 
f*gG) = e| fi - Dade 


称 为 函数 UM g(x) 在 区 间 { 一 00 co) EB ER. 

定理 11.3.1 ( 卷 积 定理 ) 如 果 F(a) G(a)Ar XE FC rH gx) 
的 傅 里 时 变换 ,那么 卷 积 Fx g(x) 的 健 里 叶 变 换 等 于 乘积 F(x)Gta). 用 等 
AH, BI 


11.8. RRRA Po EE 


1 f” - ier 
E | F(a)G(a)e "'da 
= f gla) = F| oro - Date). 
证 明 由 定义 ， 


e 


Sif*g] -了 | ea fiu ~ gjd 


2 
利用 变量 代 换 =x ,就 有 
, -lf itj. 1 [^ ia 
S[f*g] X] «GO dt T AUDe" dg 
- F(a)G(a). 
本 定理 证 毕 . 
BAH TIER: 


(I) f*g-g* f GERE); 

(2) f*(g* h)-(f*g)* hD); 

(3 f*(gth)-f*gtf*h CA). 

[DJ 11.3.1]. 求 下 列 死 限 杆 的 热传导 方程 的 初 值 问题 的 解 : 
[m us 0, — oo < z < °S >, 
lu(z,0) = f(z), - ° < x « e. 

ulr, AF z hp fg ER np 28 J E: 


o a 
ulz, pedr. 
[^] 


U(a,t) = JE _ 


因为 
Z[u,]-(-icY*[u]-- a?U(a,t) 


dU 


pra — 1l. T MEE 一 
S [u,] = "NL. dr — dz 3 
所 以 热传导 方程 变 为 下 列 常 微分 方程 


这 个 常 微分 方程 的 解 是 
Ula.) = AG)e**. 


- ij" «coe*ae| foe - nent. 
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(11.3.2) 
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对 官 始 条 件 进行 傅 里 叶 变 换 , 订 得 
| iar 
U(a,0) -=| (2,0) dT 
_ l 


ur. 


| f Je" dr = Fla). 


由 式 (11.3.2), 有 有 
A(a) = U(a,0) = Fla). 
因此 
Ula,t) = F(a)e **, 
TB uu y 
ulzi) = zi [ F(a)e "je da. (11.3.3) 
/ 2m om 


KI G(a)=e “: 的 道 变换 是 


一 1l. T -a t-iuz x = Al t I + 
gle) = | ett dac e (WERI 10). 


于 是 利用 卷 积 定 理 11.3.1, 等 式 (11.3.3) 的 右边 可 表示 为 
af aa 
T OE £)à£. 

所 以 热传导 方程 的 初 值 问题 的 解 具有 下 列 形式 


u (+ , t) — l | roe 7) ag. 


2 mt 
考察 下 列 情形 . 设 
0, `i +< 0, 
fe) = » 3 r0, 


HA au(x. 


ea 1 
(zt) = 一 | eC? taqe. 
u 2y nrto 


如 果 引 进 新 变量 


那么 上 述 积分 变 为 


a|” -yd 
r.d -2| 3 dg 
«(7,) dz uM 


11.4. Bre eR dr HIBK Th eS REA 03 PR * 267 >` 


n 


_ «f ydg 2p - J 
= NC t e "dy. 
Jm rt NES Ü ú 


因为 积分 
oca z _ "E: 
[eta S, 
所 以 就 有 


其 中 erf PEE E de EE XE 


_ 2 x "d 
erí( a ) = 了 | dy. 


REKAO HARTAKA. 
11.4 Bi RA HIBK yh pA 2% A 82 E ARR 


Ezt P, 811118 88 E EL A 32 krp e 92 EAE i , ox Uo R 3 
在 数学 物理 中 都 是 经 常 出 更 的 . 
单位 阶梯 函数 的 定义 是 
0, — Mira, 


- = 0, 4. 
us Qr) Lola. a = 0 (11.4.1) 


其 图 形 如 图 11.2 所 示 ， 


PNE 


1 一 


FH 11.2 


我 们 不 难 确定 单位 阶梯 函数 的 健 里 中 变换 .首先 考察 
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但 这 个 积分 在 通常 意义 下 是 不 存在 的 . 为 了 避 开 这 种 做 法 ,我 们 定义 下 列 新 函 


HE 
Ü, "> <a, 
到 NH -ér = 
Ge a M rca. 
显然 当 8-70 IE RTARTA A br R. ERTA F P0 EROR v T 
ES pR CIA E pr 28 x: : 
Z[u (z)] =lim Fiu Gee ^] 


Ë us (x )e & ott dy 


mL p 
=i C e Gris ie 11.4.2 
m de = ia 4P 
M a =Ü 时 ,有 
S [ugCz)] = iG 2ra). (11.4.3) 
Bop CH XE X E: 


h, 3a-e<zr<a+e, 
pla) = 0, Är&a-sÑr rate, 
Epa 是 很 大 的 正 数 ,za>0, 而 < 是 很 小 的 正 数 ,其 图 形 如 图 11.3 所 示 . 这 类 
函数 出 现在 实际 应 用 中 ,例如 一 个 很 大 的 力作 用 在 一 段 很 短 的 时 间 内 . 


pix) 


h 


11.4 ETER oS ECRO E nh o E DJ E IRR - 269 ° 


fk nh eR PCI EE i de HE 
I 


2 BN 0. T HM 0 1. ate lor 
Fp(z)] =| pla) dr = Lf he dr 


Ez e (gu — e) 


_ 2h& iw sinat 
SIn a 
Hid GERA 098 S 122 ,那么 由 下 式 ; 


HG) = | plz)dz 
BE JUI HR CI RAE N 

I(e) = |. jcda -1, 
这 是 一 个 与 e 3536893888. h 12e 1k REPRE BOR BUR p, Co EUER 


e 一 0 时 满足 下 面 两 个 关系 式 : 

limp, Cz.) =Ü, Éa; 

limi (e ) = 1. 
X 5T LUE m E fE i m S T at PRE X4 SUC Dr 9E 6 09 PH WA IG WU NL fs 
果 : 


(r—a)-Ü0,rxa, 
(11.4.4) 


NEC - a)dr = 1. 


ARTISTEI ë A KREE p Se a E XC ERE p.( z) BU H Ip EIS 
极限 .于 是 我 们 有 
Flaa - a)]=lim 7 Lo Go] 


= lim E IE e (11.4.5) 


这 里 利用 了 洛 必 过 法 则 ,得 到 lim(sinae ) /oe =1, ` a =0 时 ,就 得 到 


3[8(2)] = 17 v2r. (11.4.6) 
[5] 11.4.1】 {中 子 的 减缓 ) 
考察 定 解 问题 
u, = ua 6(r)0(r), (11.4.7) 
peo zr), (11.4.8) 
lim u(x,r) = Ü. (11.4.9) 
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这 个 问题 是 一 个 无 限 介 质 中 的 缓慢 中 子 的 运动 问题 ,而 在 介质 中 有 一 个 中 子 
源 , 这 里 xf(z,r) 表 示 单 位 体积 在 单位 时 间 内 到 法 了 年 代 z 的 中 子 数 , 而 
8SfzJtigzr) 表 示 源 函数 ， 
令 ztzyz) 的 傅 里 中 变换 是 Ver) ,那么 把 方程 411.4.7) 对 工作 博时 
叶 变 换 ,就 得 到 下 列表 微分 方程 ; 
dU 


1 
— pp = -一 一 
je te L ja. 


利用 条件 Ua 0) 1 于, 这 个 常 微 分 方程 的 解 是 
Uta, t) = e", 


v/2n 
[5 k E 85 8 FR. np dt RR A 
l > -a'r wr u 1 -r ar 
TOES da = P LS 
11.5 半 无 限 区 域 


对 半 无 限 区 域 来 说 ,使 用 在 11.1 节 中 所 定义 的 傅 里 叶 正 弦 变 换 和 余弦 蛮 
换 来 解 边 值 问题 是 特别 合适 的 .在 举例 说 明 储 里 叶 正 强 变换 和 余弦 变换 的 应 
用 之 前 ,我 们 必须 先 证 明 下 而 的 微分 定理 ， 

定理 11.5.1 B4 r>, f(x ) 和 它 的 一 阶 导 数 都 趋 于 零 , 如 果 
(a) 是 所 xz) 的 健 里 叶 余 驴 变 换 ,那么 


&L'G) --à5G) - È F. 


证 明 事实 上 ， 
FILON 2 [T foward 
= LI (z )eosarz]7 e Zaf” rz)sinardz 


- NE + Í 2 [f(z)sinaz Ty 
-Jef rGoessards 
- - [ira — «^ F.(a). 


1.5 FEER 027 


本 定理 证 毕 . 

同样 地 可 得 高 阶 导数 的 变换 结 朵 . 

EH 11.5.2 E4 z— o hF, f (=) RUE B — E xD T. 如 果 
Fa) 是 FCx MEHS 8 np L kapi ,那么 


UG) = | Zaf (0) - a F,(a). 
证 明 留 给 读者 自己 来 做 . 
[8 11.5.1] 一 根 半 无 限 长 的 杆 , 初 始 温度 分 布 等 于 零 , 旦 在 端点 过 = 
处 以 g(t) 为 速率 输入 热量 , 求 杆 的 温度 分 布 .这 时 定 解 问题 可 归结 为 
HQ = ua. > 0, > Ü, 
ulz, 0) = D, 
u,(0,2) = gí). 
AEREA rof, aC I u, (r, RATE. 
4 Ula, t) Æ ulr 2L E BUE AREA HIA MES y 430 p HE Wr 
方程 
dU | [2 
SU uU = S aG), 
这 个 常 微分 方程 的 解 是 
Ula t) = c i Zear + C|. 
利用 初始 条 件 ,得 到 
U(a,0) = 0 = C. 
TÉ 
Utao,t) = aoc dr. 
从 而 Ute ,i) 的 首 变 换 是 


u(x,t1)-- EN [ate ode |oosorde 


2 [rt 9 attr) 
=- 2 def cosex da 
ahg) Tj ° ar da 


上 式 中 积分 号 内 的 积分 为 ( 见 本 章 习 题 6) 
| x e AD 


ee i 
| e“ (ror) osaz da = 1 
0 2N tf£-r 


因此 所 求 的 定 解 癌 题 的 解 是 
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] | gí A 


11.6 汉 克 尔 变 换 和 梅林 变换 


除了 埔里 叶 变 换 以 外 ,还 有 其 他 的 积分 变换 ,例如 汉 克 尔 变换 和 梅林 变 
换 .这 些 积分 变换 可 以 用 来 解 各 种 特殊 类 型 的 问题 ,例如 汉 克 尔 变换 将 于 含有 
贝 赛 尔 函 数 的 问题 是 非常 适用 的 
函数 FOX BU v BEXCXLIR SEE HOO BDE X E 
HE) = [FOJ Gxdz, »2- 3. 


而 它 的 逆 变 换 为 


fa) = [nce ceo. 
函数 f(x) 的 梅林 变换 M{s ) 的 定义 是 
MG) = | f(z)z Ida, 
IW U06938 de Mos 
Fa) = zd] Moa. 
5 MRE TUE PFARREI N. Sneddon) 著 的 《 富 利 叶 变换 少 


11.7. HEARREN 


由 于 用 拉 普 拉 斯 变换 解 储 微分 方程 的 步骤 较 简 单 ,所 以 拉 普 拉 斯 变换 经 
常用 来 求 相当 广泛 的 一 类 偏 微分 方程 的 解 , 像 其 他 积分 变 防 一 样 , 拉 普 拉 斯 变 
换 是 用 来 求 特 解 的 . 因为 在 解 偏 微分 方程 时 , 通 解 即使 可 能 求 得 ,一 般 也 是 很 
困难 的 ,因此 积分 变换 方法 往往 为 得 到 特 解 提供 了 一 个 有 用 的 工具 . 

我 们 称 函 数 

F(s) = | e sro (4 > D) 


HAR FOOD ERE RONDE Ae RA ERRA s) ,并 表 东 为 
[fG)] = Fis), 
其 中 * 是 变换 变量 ,日 假定 这 个 广义 积分 是 收 伍 的 . 
拉 普 拉 斯 变换 的 赣 变 换 将 记 为 
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PH F(s)] = f(n0. 
下 面 求 儿 个 初等 消 数 的 控 普 拉 斯 变 撞 . 
OE fF(1)=ctc 是 常数 ) ,那么 
le] = |. e "cdt = -2 l, = ers, 


Q)& Fa) 7 e" (a EW ar) EZ. 
Ple] = | < a = E emm --d (s > a) 
0 sa lg yoa l 
(3) 设 f()- C IER 
g[:]- f <a, 
0 


由 分 部 积分 可 得 


2,7449 m t 
[z] = |- re | 4 | Š dt. 
Š Ü Ü $ 


HAH rook, ze 下, 所 以 有 
t 2 _ 2 _ e e 2 um _ 3 
eta] = £| t|, t |, eee 


(4) FU) = sinet , Bf A 


F(s) = [snot] = | e "sinetdt 


e" x > e" 
= |- $—sinax | 十 | —wcoswt dt 
5 ) 0 5 


Em e * ne T oo e * 
一 一 | ——wuwsinat dt , 
824p í 


IA TRE 


所 以 由 上 式 解 出 FU) 18 
[sinar] = wrist + wh 
定理 11.7.1 BKA FG) DEN. 了 ,在 区 间 [10, 了 j 中 是 分 段 连续 
的 ,而 且 当 cob F(z) 是 指数 阶 的 了 , 即 当 1 一 oo 时 ,对 常数 a>0 有 f(r)= 
Ole”) KARRA (的 拉 普 拉 斯 变换 对 一 切 ;之 a 是 存在 的 . 


QD 函数 rms 1 一 0 时 是 指数 阶 的 ,如 果 存 在 常数 a >0, 使 得 对 所 有 EDT, 
e "| FCGO | 是 有 界 的 , 即 存 在 常数 M 0,| FO S Me". 
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证 明 因为 f(z) 是 分 段 连续 和 指数 阶 的 ,所 以 我 们 有 
Eare 1= ferons [es | FG) | di 


40 
<f e "Me" dr = M| ear 
= M/(s — a) (s 2 a). 
因此 对 一 切 s2 a , 投 普 拉 斯 变换 
Jed 
是 存在 的 .本 定理 证 毕 . 


11.8 拉 普 拉 斯 积分 变换 的 性 质 ? 


定理 11.8.1{ 线 性 定理 ) MERR Cr) e CH) HO pr BE d y yt] 
ESIDA Z gi) RA 
Flafi) + bg(t)) = aVEfG)] + blg], 
其 中 a 和 5 是 两 个 任意 常数 . 
证 明 
S [af(r) + bg(t)] =f faro + bg(t)]e “dt 


-e|. flte “dz 十 2 g(t)e "dr 
—aS[fG] + &X[gG)]. 
定理 11.8.2 (第 一 位 移 定理 ) WEAR f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 FC), 
那么 e" FU Br ju ERE F(s—a). 


证 明 
v[e"(1)] = [eread - | e rion - F(s - a). 
本 定理 证 毕 ， 


[ 例 11.8.1】 (29808 2/5? — [22], 38A 
2/(s 1 = flet. 
{b) 如 时 ei / (s? + v?) = S Isinot ] ,那么 
wlis 1X +m] = £[Csnot)e ']. 


Qo GEFIHETR dU bh EFE, sa EIER E er 11.7.1 的 条 件 的 ， 


1.8. fri f eor PAGE - 275 - 
定理 11.8.3( 相 似 定理 ) WFR rr) thi By m PR PO SEA 
KC EE SER EE CIA)F( S Zc) Hp e E KT3EB93 A. 
证 明 


2 [f(er)] E e "f(et)dt ZH Le Eag 
( 作 积分 变量 变换 £ = c) 
—(I/c)F(s/c). 
本 定理 证 毕 ， 
[51 11.8.2]. (DWH 72 1) 9 [cost], SEA 
1 s Z — 5 = #[ . 
= 1 = coswt ]. 


"(epe jt 
(b) 如 果 1/(s - 1) 7 [e ,那么 
1L yje], 


EH 
1⁄(s— a) = v[e*]. 
定理 11.8.4 (微分 定理 ) EAA f(1) 对 所 有 T>0,f DC Ej OSST 
CEH, HAY roo ERE RUE RS. X P (EE OSST EARE, MA 
f G)hrtthopp e 362F2E , HA 
SUF] = sgLfGol- f(0). 
证 明 考察 积 


了 
J, e "f'(r)dr. 
让 分 部 积分 可 得 
T . T 
|. e "f (1)di = [e "f(£))]d -| se “fedt 


eTAT) — F0) + 中 ef). 


因为 对 丁 充 分 大 的 1 FERR a 00 IM 0, lE TREE FC E) | Me" ,所 以 
Le TAT) 1 Me GT 
4 Ton, HE sa VADE e fO T) 0, AE 
[f(t] = sl] - f(0). 
EXE. 
m C GIm OO Ex POT FC m fr ,那么 利用 上 述 
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定理 可 立即 得 到 Fried ge EI 
SUFE] 5sgLÉGH - fF 00 

-sls£[fCG] - f(0)1 - f (0 

- Z| f(r)]- sf(0) — f (0). 
显然 ,F(z) 的 拉 善 拉 斯 变换 同样 本 逐次 利用 定理 11.8.4 得 到 ,其 结果 是 

[FV] = GEL] - s71f(0) 
— e — sf ?(0) — fe (9. 
TH 11.8.5 {积分 定理 ) 如 果 FOE Fo 的 拉 普 拉 斯 变换 ,那么 


LE F(s)/s. 
证 阴 
x[| Far] iu [Car eta 
-[- eren] + T| fle sa = F(s)/s, 


因为 | /Cr)dr 是 指数 阶 的 .本 定理 证 毕 . 
用 拉 普 拉 斯 变 搞 解 所 题 的 困难 在 于 求 道 变换 , 昌 然 有 求 拉 普 拉 斯 道 变换 
的 反 演 公式 ,但 需要 用 到 复 变 男 数 的 知识 .然而 对 于 数学 物理 问题 来 说 ,有 时 
不 必 有 利用 反 演 公式 .我 们 可 以 把 已 知 的 拉 普 拉 斯 变换 用 变换 变量 的 简单 谓 数 
展 为 部 分 分 式 , 再 对 这 些 简单 函数 查 拉 普 拉 斯 变 摘 表 逐 项 得 到 对 庶 的 道 变换 ， 
这 里 庶 当 注意 ,我 们 要 用 到 函数 及 其 拉 普 拉 斯 变换 之 间 有 一 一 对 应 关系 的 这 
个 假定 , 它 可 用 定理 形式 叙述 如 于 : 
定理 11.8.6{ 勒 奇 定理 ) 设 上 六 和 gz 都 是 指数 阶 的 分 段 连续 函数 ， 
如 果 存 在 常数 so, 使 s>s 时 有 <&[ fa )]= ig LAE AE UI £20, ER T 
ADE g(2) 的 闻 断 点 之 外 ,有 f(t)= g()D. 
定理 的 证 明 可 参看 有 关 其 他 参考 书 ， 
【 例 11.8.3] 考察 一 根 半 无 限 长 的 弦 在 外 力 FOOTER ndis s. & 
的 -- 端 固定 , 另 … 一 问 在 垂直 方向 可 自由 移动 ,而 且 弦 在 万 始 时 刀 是 静止 的 , 这 
根 弦 的 振动 可 归结 为 于 列 定 解 问题 : 
us = cuu t flt), 0 < x< co,z >0， 
u(x,0) = 0, u (z,0) = 0, 
u(0,2) = 0, lim uz, 1) = 0. 


4 U(z,s) E ule, t BR E yi Ek 1E SE ds DEOS c 作 拉 普 拉 斯 变 
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换 , 并 利用 初始 条 件 得 到 常 微分 方程 


a - G?/?)U -- F(s)/c^, 
其 中 
FG) = | feta. 
这 个 常 微分 方程 的 解 是 


U{x,s) = Ae + Be U“ 4 | Fé s)/s* ]. 
POS LR TEHIE DELE DER ER 438 PEREAT AR PE: 
U(0,5) = 0 

和 

lim 全 (9) = p. 
HE. TRH MA 和 = 人 .再 利用 第 一 个 条 件 ,得 到 

U(0,s) = Be [F(s)/s?] = 0. 
因此 
U(x,s) = [F(s)/s?)[1- e ^]. 
(a) f(:) = CR ROR, 

t 09 3X le pe a Q 


(fg/2)£^, M ; < r/|c. 
(b) 8 f£) — cosot (o 是 常数 ) 时 ， 
F(s) — | esie sdt = s/w + s). 
十 是 可 得 


U(xz,s) = 5 - e w^] 


— Í _ 
slyt +s 


把 上 式 第 一 个 因子 改写 为 部 分 分 式 


DO 在 求 这 个 道 变 的 和 式 (11.8,1) 的 道 变换 时, 都 要 利用 定理 11.10.1. 


(11.8.1) 
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因此 
5 c >] Lu — coset ) = sw (A ). 
如 果 记 

p) = sin (学 ]， 


那么 式 (11.8.1) 的 道 变 换 可 以 写成 下 列 形 式 ，; 


LO - e -#)], Gt > r/e, 


u(x,t) = > 
— (t), Mor z/c. 
e 


11.9 卷 积 及 其 拉 普 拉 斯 变换 


函数 
pato = | fe sate)de 
称 为 西数 f) e CODI. 


积分 变换 法 


(11.9.1) 


定理 11,9.1 CPE) WE F5 GO) IR FO8 gom 
普 拉 斯 变换 ,那么 眷 积 fy g(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 乘积 F(s)G(s). 


证 明 
gZ(f*g] - [res] re - &)yg(&)d£di 
=| fie FG - nacen. 
这 个 积分 的 积分 区 域 如 图 11.4 所 未. 交换 积分 次 序 , 就 有 
lfa 8] =) | EF -98(6)dtd 
s[e Ea - edet. 
如 果 在 积分 号 内 的 积分 中 引进 新 变量 ?= 上- #, 即 得 
gU gl =| aco]. e? rOpaode 


=| etaeta fi 5)e "dg 
- F(s)G(s). 


11.9 ARA Hint iih EE - 278 - 


本 定理 证 毕 ， 


图 11.4 


卷 积 有 下 列 性 质 ; 
(D f*g-g* f 《交换 律 )， 
(2) f*(g*h)-(f*g)* h (Ant); 
(3) f*(gth)-f*gtf*h (分 配 律 ). 
[HELSI] 求 -- 半 无 限 长 的 辐射 村 的 温度 分 布 . 设 在 端点 + =0 处 保 
持 常 温 uo. 而 男 一 端 温 度 保持 零度 ,你 初 峻 温度 分 布 等 于 零 , 这 时 定 解 问题 归 
结 为 
fu, = kün — hu, OX a<, >À, 
MM = 0, u(0.:)- ug, limuCz 2) = 小， 
HF k, A 和 wo 都 是 常数 . 
令 Utz,s) 是 wtx,i) 的 拉 普 拉 斯 变换 .把 方程 和 边界 条 件 对 z 进行 拉 普 
USES 82 
rax 
EE 
i UG, s) = ug/s, 
Jim UC zs) = Ü. 


上 面 的 常 微分 方程 的 解 是 
f sth EF 
Ulx,s) = Ae * "+ Be Fr 


由 磷 穷 还 处 的 边界 条 件 , 应 有 A — 0. 再 利用 剩 下 的 边界 条 件 , 有 
U(0,5) = B = nas. 
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因此 , 解 Ullr, s) BA PAX: 
U(z,s) = (ug/s)e < 
上 册 拉 普 近 斯 变换 表 求 得 
n e ht- x Rt 


s+ 
S [e V &*]« ZŠ -一 ， 
2 V nkt? 


于 是 Utz ,sy) 的 逆 变 换 古 
u(r.t)-— go [se] 


由 积分 定理 11.8.5, 9073 


( ) Ji upze hr—ic /dkr 
r,t) = dr. 
mui 0 2y nkr” 
引进 新 变量 ?= a2 ke E 
z 
2up en Lim 
= — dk 
u(x,t) s PP 7/dg 
EFPLIIECIE DE EA 
_ 2ug[^ -ydy 
ulz, t) = fs ÁO 
Zug ° 2 2un ct 2 
=-=] edy- = ed 
"PE 7 dn 0 ý 


—t. — Æ 
Zr 一 et) | onte 7). 
其 中 eil RAER AA, CARENA A FARAR: 
erí(a) + eríc(a) = 1. 


11.10 阶梯 函数 和 脉冲 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 


我 们 在 前 面 已 经 定义 了 单位 阶梯 函数 ,现在 我 们 来 求 它 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
HEX, 
¥[u,(t)] = [ulat = | ea — e" /s (s 0). 
(11.10. 1) 
定理 11.10.1 (第 二 位 称 定理 } WM F(s) 是 六 1 的 拉 普 拉 斯 变换 , 那 
Z, 


11.10 阶梯 函数 和 脉冲 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 .281 ， 


F[uQGf(:-a)] = e Fls). 
证 明 
V[u GC fü —a)] =| ualt) fl -ad 
=| ef ~ a)dt. 
引进 新 积分 变量 $=+ a ,就 有 
[ua Ft -a)] - | e "rca 


=e "| Tide = e "F(s). 


本 定理 让 些 . 

【[ 例 11.10.1]】 (a) 设 

0, 32, 
上 一 2， 74:22, 


fit) = 


R f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
应 用 定理 11.10.1 可 得 
PUF] = Zlu(206 -2)] = e" Zl] = es. 
{b) 求 拉 普 拉 斯 变换 


ist a Be 
ete e [B 82 ]- [5] [52] 
=¢ + ug (Cr - 2) 
t, 33 0= z < 2, 


2(:£—-1), 23:22. 


脉冲 函数 p{ 记 的 拉 普 近 斯 变换 为 
Z[pCQ] T = | hetat 


— 4üdt us 
fl e` E he 
-4| $ s 


E 


(e? —e *) 


-2 he. -sinhes. (11.10.2) 


in XH A BID 1/2e 35 Bk ntes REL A 
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Ie) = | oco - | 元 


二 是 这 个 特殊 的 脉冲 函数 当 e 一 0 时 满足 下 面 两 个 关系 式 : 


. _ y 
limpe (z) 0, t= a, 


dt = 1. 


al 
u 


lim? (e) = 1. 
这 可 以 看 成 是 狄 拉 克 半 函数 所 满足 的 两 个 结果 : 
8(2—a)20, £= a, 


MET — a)dt = !. 


FUER TITE a BA gio DERE hi BRE BOE XU WR p. (1) 的 拉 普 拉 斯 变换 的 极 
ER , Bj 


(11.10.3) 


Flit- a)] 7 limz Ls Co] 


= lime “ sinhes =e”, (11.10.4) 


如 果 & =0, 我 们 有 
FÐ] = 1. (11.10.5) 


现在 我 们 可 以 导出 关于 AASE I ERE BE A( 2 的 乘积 积分 的 
-个 非常 有 用 的 结果 ; 
I alt- a) flodi 


= 加 | s (fd: = tmf as 
=f(a) (HPa-e<t” Zate). (11.10.6) 


假定 Fi) 是 以 T 3 N 3689 83 VJEBTEEBIIO,T] Ep BUS MA 
fFCOB hi W hy e Pt 


ca (nH) a 
WEG] = | e "f(r)dr = XD e "f(t)dr. 
ü nt" nl 
如 蝶 引 进 新 变量 = 一 rn 了 ,那么 
A ns T š ` -nis 
SDJ = DT e "rode = DPF), 
n-i rn 二 站 


其 中 
Pl 
Fils) = fe *r(&)dz 
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Hw f tm :个 周期 10, T] 二 的 有 限 拉 普 拉 斯 变换 ,因为 天 述 级 数 趾 几何 
级 数 ,所 以 我 们 得 到 周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 
PUED] = Fits) C11.10.7) 


Tx * 
l-e 


【 例 11.10.2] RA 
| h, IMoO0cr«c, 
fe) = lh, "de«rnz2e, 
rfi H 
f(t* 2c) = flr) 
《如 图 11.5 Br), ORAE O e a. 


] 
EN 


E —— moe ci. rom mmm mia 
Á— m em 


| 
- 


— a r 


r 


-h4 


& 11.5 
TTE 
T r N zc _ 
Fits) -| e “F(E)dé = IB “hdé «| e *(- h)d£ 


c 


2 
0 
ha ey. 


TE f(7) 的 拉 普 扩 斯 变换 是 
Fís} — &(1-e^y 


S LfG)] En — g“ m s u e 7) 


h(]-e^ h £s 
= 全 ' S = , mh». 
[66 11.10.3] 设 有 一 长 为 1 的 均匀 杆 ,在 x =Ü WE, EA z 
=] ARIHI 
fo. M t > Ú, 


SSS o 
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作用 着 , 且 村 在 初始 时 刻 是 静止 的 , 求 杆 在 上 >0 时 的 纵向 位 移 . 
这 时 杆 的 纵 据 动 可 归结 为 下 列 定 解 问题 
ug = ata, Ü< +< ¿it >D, 
m —0, u,(zr,0) = 0, 
u(0,1) = 0, ulit) = R/E, 
RH a, fo E 者 是 常数 . 
4 Urs) E u (z OBI DE E EA Ular, sÑ E 


KU s 
dz? | i - 9, 


U(0,5s) = 0, 


SUCs) = fo/Es. 


上 述 常 微分 方程 的 解 是 
U(r,s) = A^ 十 有 ea 
利用 两 个 边界 条 件 ,我 们 有 


3 ha 2o. -ia 一 
[ze EMI io p fal Es. 


从 上 面 这 两 个 代数 方程 可 解 得 
A=-B= afo . 
szfes 4 e 4/4 
因此 Um 528 
U(z,s) = afe - e 22) 


Es Z(g 4 e P)" 
TOR Ule, EEE BU, OE LRD 12 RESESIE DL (e Pe — e 357), 
于 是 我 们 有 


a u -ü TAHTIS a 一 Ti 
U(x,s) 一 shore -(i- x)i/a —e (it+)sZa -e TESTI te (319 rs ] 


—4s ^a ' 


l-e 
因为 UC 802 8 E lee 这 一 项, 所 以 道 变换 ulr, ÆA Ma 
为 周期 的 函数 ,因此 定 解 问题 的 解 最 后 可 写成 下 列 形式 : 
u(x,t) 


11.10 BES oA ien Rk heg gha apiu E 8 . 285 ` 


to [e 


(0, 0< <=, 

gefle- mA. LE < <=, 

afefí, O (—cV í ix itr 3i- x 

elt a ) [: a )! 3 <! < ° 
_ 2^ | zd | EE) 

E ü a 

i-r) 当红 z 一 ctn 

0 i d 


或 可 简化 为 
0, plr eaa, 
c: L—5), — *(Q - ate (I + z)/a, 
u(r,t)-— e, HL r)a < t «(3l x)^a, 
a 


aof- ; (EE, SIL T xa € t < (1 + x)/a, 


0, "(31  z)/a < t € Al/a. 
这 个 结果 可 以 用 图 形 清楚 地 表示 出 来 ( 见 图 11.6). 


[5 11.10.4】 考察 一 根 半 无 限 长 的 弦 , 在 =n0 一 端 固定 , 纺 在 初始 时 
刻 是 静止 的 , 且 有 一 外 力 
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f(x. t) =- fot £) 


TE FHTESÉ E. 97e MEHEA z = ot LHRP fo. 
xx H8 S Bb sy nf 4283 FALE E EH 
PE - flt -2),0< z<% >0, 
u(x,0) —0,u,(x,0) = 0, 
u(0,t) = 0,74 x — co hj, 85. 
S Ular, sE uCx DRAR AE. fü sE He stp ROSE * 进行 拉 普 拉 斯 
A5 TR E AB139158 3 th , 4931 


dU s* fo — rs u 
d gU A c 


这 个 常 微分 方程 的 解 是 
U(z,s) = Ae 4 Be "^ | 


由 ouGc OE SE IER RERI, MA 4=0. 利 用 条 件 
U(0,s) = Ü 
可 得 


c= v 
0, Má o — c. 
因此 拉 普 拉 斯 变换 Ue 5220 


fv (e -ee 


(c? 2.2 ILLI 


— font 
EOD 4 o = c, 


U(z,s) = . Cu 
-Ar s Moy = c 
2cs ' I 


所 以 U(x ,#) 的 道 变换 是 


u(x,t)- - (1-2 
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上 面 这 些 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 例子 中 ,我 们 只 讨论 了 拉 普 拉 斯 变换 较为 
简单 的 问题 ,这些 科普 拉 斯 变换 可 以 分 解 成 部 分 分 式 并 通过 查 表 而 求 得 赣 变 
换 . 但 一 般 说 来 ,讨论 的 问题 需要 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 公式 . 如果 FC) 
SORTE FOOD re br ES RUPEE RE s= rie MARRARA 


Tri 
fü) = ij LL FGJetds. 


11.11 格林 函数 


解 非 齐 次 候 微 分 方程 的 有 用 方法 之 一 是 在 格林 上 咀 数 法 牛 利用 积分 变换 . 
我 们 将 还 过 下 面 的 例子 来 说 明 这 称 方 法 . 

[5)11.11.1]. 考察 一 半 无 限 长 村 的 热 传 时 问题 . 设 村 中 有 热量 产生 ,而 
HBH sx x =0 的 温度 变化 规律 和 杆 的 初始 温度 都 是 已 知 的 , 这 个 问题 可 归结 
为 下 列 定 解 问题 : 


fa — ua = h(x,1), x »0,: 0, (11.11.1) 
«con = f(r), > Ü, (11.11.2) 
u(0,t) = p(t), t > 0. (11.11.3) 
在 这 种 情况 下 ,由 第 十 章 习 题 1 可 知 
Mo =— u, — Ys 


因此 利用 上 一 章 的 亚 加 方法 ,自由 空间 格林 函数 上 应 满足 下 列 方程 ， 
MF ——F,-Fg&-—XE£-x,r-t), tr2> Ü, 1 8 1< o. 
CERC, OARA.) 
注意 ,这 时 函数 下 关于 奇 点 (xz,i) 是 不 对 称 的 ,因而 和 拉 普 拉 斯 算 子 情形 
不 同 ,下 并 不 是 仅 与 径 癌 路 离 有 关 的 函数 . 
为 了 用 格林 函数 法 解 定 解 问题 (11.11.1) 一 (11.11.3), 我 们 考察 下 列 方 
FUR : 
人 (11.11.4) 
F(ë,r;z t) < 0, ” r < t. 
这 时 下 fE g En L AR SE H TE A Cx t) UB E u Bv QB EH p= E D da BE AY 
布 , 显 然 当 r<: 时 ,热源 的 影响 是 不 存在 的 ,因此 下 应 当 表 示 当 >>t 时 的 热 
传导 过 程 . 
现在 考察 定 解 问题 
[MF =- F,- Fg = èlf- r,t t), (11.11.5) 
F(ë#,rizmz t) = 0, Mcr. (11.11.6) 


- 288 ， 第 十 一 章 ”积分 变换 法 


这 个 定 解 问题 和 定 解 问题 (11.11.4) 除 时 间 袖 反 外 是 同样 的 ， 
REPARAREA 让 .把 方程 (11.11.5) 对 & pir W Hi F, 
得 到 
-IE FI "Xr DI 
T 
其 中 天 * 是 下 的 傅 里 叶 变 换 ,a 是 变换 变量 .由 条 件 (11.11.6), 这 个 常 微分 方 
程 的 解 是 
F'(a,rix,t) = HU e em, 
其 中 五 是 海 维 赛 德 阶梯 函数 , 它 的 定义 是 
l, 14 bo Ta 


11.11.7 
0, Mir. (4.11.7) 


HG 0| 


于 是 求 F* 的 傅 里 叶 道 变换 ,可 得 
F(g,rsx,t) Hit 一 2 de-el y 


2T -o 
= Hü r) yA (11.11.8) 
án(t — z) 
为 了 确定 解 w(x ,rt), 在 第 十 章 习 题 1 的 格林 公式 中 取 w= G ,得 到 


| [GLu - uMG |dR 


R 
INC — ugG)cos(n ,£) + (uG)cos(n, c) lds. 


在 半 无 限 区 域 中 ,把 Lu =u, ug h IMG = -G,-Ge—-8(£- rrt) 
代 人 上 式 ,并 利用 当 c2 2 时 G=0,Ge=0 的 条 件 , 可 得 
wz 人 e [P onaeae + | f) GC 0i de 


+ [PGO riz tdr. (1.11.9) 


我 们 假设 格林 函数 G 的 形式 为 
G(E,ziz,t) = F(ë,r;z, t) * g(&, tiom, t), 
其 中 函数 z 可 利用 在 点 ( x EK B fn S RESI. T JR RNA 
g(&,c;x,t) =- F(t — x,1). 
因为 点 (开工 , 切 不 在 区 域 的 里 面 ,显然 由 式 {11.11.8) 可 知 格林 函数 
G(ë,r;z,t#) = F(ë,z;iz,t) 一 (et 一 zt (11.11.10) 
满足 下 列 方程 和 条 件 : 


sj 题 - 289 - 


MG = 8l- r,c t) 


G-0,4E£-0 k. 

3 ei Ri EA H , ERAR IHJ ay iba REL FP A05 JB E RH 
^ri E rB Br BUE] AE DE, 

有 时 ,在 一 个 问题 中 连续 应 用 两 个 不 同 的 积分 变换 是 十 分 适合 的 . 

zJ 题 
1 . RAN f(x) =e “(a 是 常数 ) 的 个 里 时 变换 . 
2. AER 
o fL Sizi«a, 
fix) = O, Mizima (a 是 正 的 常数 ) 

DU TUE 


3. RER f(z)= Ll EAR 
A. CF RACER ARE ER D s 


(a) f(x) - sin(z?): 
(b) f(x) = eos( x7). 
5. 证 明 


on ? 
1=| e ° dr -dn/2a. 
0 


pem pen 2 2.4 al'a z 2 
=, 2.. -g dr +y} = -a F 
Gmm Po Sett aray [I e" rara.) 
6. uEBH 


o 24 NT: 
| e^ oxbrdr = Warza ^ ^ ， 
Ü 


( 提示 : 令 I(a,b) = | “= oshrdz, 


因为 
d b, 
b  2a2 

所 以 
I= Cet A 

因为 
um 21 

(a, = C= [^e de = faza, 
所 以 


7, 证 明 
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iah er 


2 [Flat - 6)] = Le Flara). 


8. 证 明 
FUSE = C Ong LfG)]. 
9. 证 明 (a) f*0ü-Üsf-0; 
(b) f * VE. 


10. 证 明 
lf | r 
+f dæ — JA ; 
11. K FGE PERE: 
Hy = Chas 09 < x < 90.t > Ü, 
u(r,0) = fir), 
u(r,0) = gia). 
解 下 列 定 解 问题 : 
Mu = uo: x.t >Ü, 
12. *u(r.0) = 0, z>0, 
u0, = gl), £290. 
u 7 Un. Xr D. r0, 
13. *u(r.0) = f(x), x 0, 
u, C0, 1) - huf, —0, í > (,À > D. 
ua t a uu, = Ü, — e < z< sot > 0, 
H. * u(r,0) = f(x), 
u, Cr, 0) = Ü. 
us a uuu = Ü, x > 0.t D, 
15. (5 u(r,0)-0, u(r,0)-90, 
al, = glt), uu (0,1) = 0. 
Pa tp, Z= 0, —°% < r< e, — o < y < o, 
-po HMÜücIri«c, 
o. [^^ l N 当 ! 了 1> ec， 
Im g(x.y) = Ü, 
u — Hua. 00 < x< ct > Ü, 
17. en = fix), 
u(x t) ER. 
ü, — u hu = S(x)0(22, — 99 < x X eo,£ > Ü, 
18. ien = 0, 


Jim az.) = 0. 
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(u,— u,, t u(t)u, — 8(x)0(1), Or X so. >Ü, 
19. u(.r,0) — Ü, 

n (0,2) = Ü. 

[ua P uy, —0, 0< x< 2.0 < y < 9, 
on. uir.) 一 Jir), 

u,(0,y) = g(y), 

limu(z.y) = limu(z, v) = ü, 

(ua tus = U, - Q < r< SD < y < a, 
21. $ ule, 0 = f(x), ulr) = O, 

dim, uir, y) = 0. 


= a tuy. O< r< £O y < E, 
22. kan u(0,v,2) — Ü 
vorn = 0, u(r,1,t) = 1. 
= —hu, xr »U,t > 0. HFA > 0, 
23. rea {r m = D, 
(0. w = qq). 
tier ww Ü, r>0,0 < y 1, 
24. nn fia A, ux ud) = Ü, 


u(0,y) = 0,  limu(z,y) = 0. 


25. 解 定 解 问 题 
u, Z Hg 00 < z< s. > Ü, 


z 
ulr =e", 


ulr, HF, 
并 证 明 这 个 征 解 问题 是 适 定 的 . 
26. K F 3] eg E P W hr Rr 
(a) 1"; Cb) coswt ; (c) sinh ; 
(d) cosh£t ; (e) ze”; (f) e" sinest ; 
(g) e" cosoit ; (h) £ainh£t ; (i) tcosh£ ; 


ONES (9 /r5 (p nat. 


27. 3K F BU ECCE bhi ir E 


I 
(a) — m Di mont (b) DE (c) G-DG-2)' 
` I 1  ， —— 
(d) sls ' y? (e) s( -D' (f) (s; *4y 
28. Kk FX] pg ig dd prp E - 
M (< < b, 
(a) f()- doc: 


2b-:1, X bt«2b, 
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fG + 25) = fh 
h, MÜcr«b, 


a) o= |a M 5 ib, 
f(z4 2b) = fü 
o, sint， 33 O< EEA 
LED 


f(t 22) = f(t); 
(d) f(z) -ht/b, üctb, 

fO: + b) = f(t); 
(e) f(t) -hnb, nb<:< (n +1)5 (n 20,1,2,77). 
29, 证 明 卷 积 的 下 列 性 质 ， 
(a) f*za-g*fi 
(b) f*(g*A)-(f*g)*h; 
(c) f*(gth)-f*g^f*h: 


(d) f*0-0* f. 
30. 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 
ug = c ues Q« =< e, UU, 
u(x,0) = f(x), wlr,0) = 0, 
u(0,1) = 0, limu(z, 0 = D. 
解 下 列 定 解 问题 : 
u= Cus, ÜXx€1,:20, 
31. 4u(r,0)—0, u(z,0)=0, 
u(0,:) 20, u I, 2) = onat. 
ug = C uus Qara, 0. 
3. 4 ux ,0) —-0, uz ,0) —0, 


u(D,r) = snas. limu(z. 2) 70. 


un =C uam, Eri, 


33. * u(z,0)—0, u(x,0)-0, 
u(0,2)20, | u(L,t) 7 f(r). 
He T ku, Ü xot. 
34 ¿Juta 0)= fa, 
: u(0.1) 9 fi; 


“lima (z " 1) ñ. 


35. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


kaka Qc < co, r>D, 


[rente 

lim Ca , 2) 7 x. 

u= kun, Qc z<, £ >Ü, 
z 

u(0,+)= 0, 
lma(z,.z)=0. 

u = kus hu, Ü< r«o0,::20, 
ER 

u(0,t)—0, 

Im u;(xz, 2) 70. 

ug T7 C ua | bu, Ura, r>, 
En u (x ,0) 70, 
u(0,232—0, 

当 xz 一 co 时 ,afz 约 有 界 . 
H= Eu, | ÜXrXo.,020, 
et 

u(0,t)— fo, 

lim u (x , 2) -0. 

ug + an + bu = uus D< =< oo lU, 
utz0)=0, u(r,0)—0, 

u(0,2)— foina, 

lim (2, £) - 0. 

ua cus Üc r«1,220, 
ies u (xr ,0) = 0, 
u(0,:)—0, 

u,( p) m Af) (h RERO. 

Hg 7 cuu Oc r«co.r»0, 

ux ,0) — 0, ur ,0) 7 fos 
u(0,:)—0, 


lim 4, (r,2) 70. 
Hg = curs dral, >, 


u(xr,0)—-2z/L, u,(r,0)—0, 
u(0,2)—0, u,(L, t) — 0. 
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uu T Rua. ÜXrX900,020, 
44. ulr, =c ^, 

u(0,22—0, 


Im utz,2) 70. 


45, * FAA E88 B h Ss fa] 6 k eat : 
(ME =t Fg- F =li- r,r), r>, |E <e; 


(MP= Fe t EF,- ES art), r>0,lël <=. 


习题 答案 


弟 一 章 


V. (a) 线 性 , 非 齐 次 ,二 阶 ;(b) 拟 线性 ,一 阶 ;(c) 非 线性 ,一 阶 ;i 册 线性 , 齐 次 ,四 阶 ; 
te) 线 性, 非 齐 次 ,二 阶 ;( 人 D 拟 线性 ,三 阶 ;外 非 强 性 ,二 阶 . 

S.ulz,y)= f(z)cosy + gix sny- 

6.u(z.y)7 f(z)e "+ g(y). 

Feulz y) = fix T y) + lrt y). 


第 三 章 


liar 0, XX HE, 


a MET) ggg 9, 


zs=0, 抛 物 型 , 原 方 程 已 是 标准 形式 ; 
z>0, EA, 
Í 
uet up = E rui 
(b)y —0, HHA; 0.881, 


ty 十 ug = u, + eg 


(DARRE, 
Ha 一 d * 2 
CO Ab RENE IAS , 
LIE Rm EE 

(g) 处 处 气 物 型 ， 

um = mE le * — u]; 
(h) y= 由 ,抛物 型 ;y 去 0, 双 上 曲 型 ， 

us = 1+ o cusa 


2. (i)u(z,y)= f(y/x) t gCy/z2e *; 
GÜ)u(r, 1) - GZrMfGr t eb Ci£r)gir- c). 
3. (ais (y- x) *i/2x, 93-(y7 z)-i/2r, q-v-r, B-42x, 


Mam | ug- Ta 2 Bus dar d 
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" 3 
(é£-y*tzr,g9—-v. u= C yu 


(cjë= y- z, p= y- 4, lg, = MOT us) EG 3)4]: 
(d)£- ytix, p— y- iz, a7 y, Bo x, BVO E bata XS, 
(cjë= x, p—s y/2, ug -1Bug ! 17u, 4; 
EN» 97 y, te 6u -67i 
(g£-7z,97y. Erf bs E s 
(hhézr,5-», 原 方程 已 基 标 准 形式 ， 
4, Gur y) f(rteoy) t gGr - cy); 
Gi)u(x y= fGCrtiy) t grec iy); 
GiluGr,y37 Gr iy fi(z t iy) t faCGa t iy) t (z tiy)falz 7132 1 f(r iy 
Qv)uGzr y)= fiy ta)* g(y* 2r); 
(v)a[r,y)= f(y) * g(y- x): 
(vi)u(z,v)7 C^ y/D28)(y - r) y- 9.4) * f(y 9) * giya). 
5. we = - (1715); (i) vg, = (84/625) v. 


第 四 章 


d 1 
l. ur, t) a^ T 2 十 3sinzrsin aU 


ba 


' u(r,.y)- Lanle  )* smf- 2 ]+ zy+ + 2. 
3.u(z,y)= d (z sinz ly) ó(>+1 snz-)J+ t | = ” goods. 
rtan y 


gulr, yz, t) =x t Ja rt t y eta rt’. 
5.u( c, y 1) zŠ + 3a? zt t xy I a yt. 


6n Cr, 1) 7 rsine + 3 lesfe- 2) + ola 13]. 


"l 


ulz, t)= -b (2a - Darcian(a + a) - -13 (2a + Darctan( z ~ at) + z 3arctanz. 
q q 


8S.u( ry r E} = (z + yz)t + yt. 


rt vy 


9.u(x,y)-e 
10. a(r, y)=1+ Maaty ' 
n-l 
其 中 a1=2 -ínt2), ,13 


eE (n 十 py? 
第 五 章 


1.fa) 分 段 连续 ,AI1- - 1, (1: )=D; 
{e) 务 段 连续 , FL1-)=2, 关 1+)=1; 
(d) FC z)T ERST EIER, 


Nos 6 EX * 297 - 


2. (GO BEAR RER Pt t E18 PRG S Cb B es; COO REIS E dp SL UB. As RE PR 38; 
(d)# 83 (cB 83 (DS 83 (lun I bia 8 A. 

6. (a)2n/3; (b)á4m; (cH; (d) HARAR: (e)2z; (T) aF B pš 
9. 


12. (a) 
fKx)e-ó t 3 * > -al 1 + C7 D"! Jongkr 
4 lA + + x)(- 1)°'lsinkr; 
(b) fUr) - ins + » 2C p sinb; 
(à a Seli, » 20 Leske - sinke) | , 
13. (a) fo) 21 sns 
(b) Jla) = > 2 [1-207 Des E? [inis 
(c) fi)- > IaC- pg E pt 1] sinke: 
(4) Ar) > BE CD z. 
M.(a — fG)- 3 xt > ap Dc Une 
(b) fosg t 2 -BE llosëz; 
(o fate š CD ars 
(d) fius D $ LL esie. 
15. (b) fo M dnas, 
(Ü) fG)- > rat 1)**!(e - e sin&zz. 
L6. (a) a= D DSL C isin; 
(b) fa)- M CD rnb 


- _ uM i dix. 
(d) f= D De™. 


8 x EXE 


—— kr: 
17. (a) sit x prr sin 
_ SA 2(1-0) nk 
(b) oz 22 dx E) cosk c) sin&z ; 
(c) sin-reosr = >; Alc eosk oskr, 
k=l, id n(4 k^) 
zog o NGA an. 
18. (a) 4 1 2i 1 Coskr ; 
- £ _ ` _ quet SOAT | 
C0) Í, [265 2. Jaz = as 
lo x AN olk Da z, XS - m < z < 0, 
š; 2 Toi, (2& - 17? +, MEO < < w. 
I9.Cb) 
J -1 
f(x)- * 十 > zit 1)* - 1]ecskr (CM ainke. 
2 
X — obs Nac) stre 
= 
24.{a) 
f(x) =- + > "einne, -AC z< r. 
32.(a) fix.y»)- >° > "m 
m=i n= La, 
4 1 m 8 - m 
O fasst A ge ui eem 
+} ne C ee 
r + 
+ Y IC owmroosny’ 


i 
II 
Ed 
II 
" 


°° _ mtl 
(e) f(x,y)- > AUT qnmasiny, 
S7 


l.(à) u(r,t)- > Geil 7 (- D" Joxenctsinnzz s 


(c) a(x,t)= cos Psi ntm, 


Lo 4s MONEO) 


(c) u(xD)- > 211-7 C^ 0*7] 


h= 1,34." rela? - 4) 


sin?ic? sinzzz 3 


sin fici sing . 


3 


EOS X 


: 299 * 


Ll - (— D^ ]eosnmet 


3. (a) ulr, = x 


| [1- (— 1)“ ]sinnstet 
(b) ulz) M [a yere 


t +a — eosn=)sin2 nc: |sin2az. 
nne 


sinnnr: 


4.(a) ft 二 > pits - i) [= 7 a 


=1 


*sn(2n - 1)5 cos (22 Det i (22-1 Jz. 


5. u(r,t)- >` a, T, (e)sin 0, 


n=] 


其 中 
- 2| rastris 
e “Z eshot + sinhat), H a > 0, 
T,G) = 46221 +Í E), M a = 0, 
e ^ [xs + fiine), 当 a <0; 
其 中 
do ESI 
dere 
6. ulr, o= Y aT, (t)sin e 
其 中 
d. — T z )sin T7 dx, 
der n = s, 4a? >a, 
Tal) = 1e 7^, 3 aic m, 
Je in aa, Mala 
其 中 
(m) 


7. 0Cr.t)7 > a,csan,tsin(a,r + $,), 
n=] 


_ Hat + h?) [f uo I 
a, = Ih + (al + EE )sin(g,c | $,)dr, 


Qy 
$, = am uny i 


其 中 a, E F 3) TRIHR: 


— 
-—- 


ub r,£)—cvw(r,t)t Uir), 
其 中 


23H 
vír.t)- E Li r)an AP e |ecs "e sin TE, 


Ur) = 一 sinhz+ (smt + A] +h. 


J. ula) = Ds a) X EE ep + ug - 1 
6c £4 (an) 


nmr — nnd 


sin ; I 
[4 ulr, i) = PT + (2u + 2k j -He kx finn 
+ Sa e ki Sin m=, 
2-2 
其 中 
2ug 


a, = e Cv] cats - C D") 


iac D - 1]. 


15.(3) u(xr,0- Y AUC DIU De ima 
(b) «Go 2 [一 1 一 M ausus] sn. 


16. u(x,t)= EET ( -1)*]e AU? 8 272, 


i-z)- TG) (z+ 2[2)] 


- n h 


1B. vlr,st)= C 


s 
MAL 
: 


21. ufr, Solr, i) t wle), 
Hp 


习题 答案 - 301 - 


k. e -4 At 
SULE 


NE 


m P 


miall- C De] ie" nne, 
wl) - ceni Re n] 


23. uc. > U, (tsi 77, 
xl 


An 
[ nta | 
Unal) = Ka —sin 5 7 fue sa Sat 
nza | (ae) 2 (ra) 
i ! 
C, = zaj @(£)sin "ee, 
『 一 ntl; 

24. uir, 0-286 ` cr `—— ll - cos E, jsin T 

ES gore Dna, -sin t2” Lu. 


nr 


sin2umt — 2nzsini sina 
1 — 4n’ 


LL eU leo, qid C inam 


a. cn Doug 
25. ulr, =3grsint + > [二 Ga cos. n mt) 


sinn zi. 


e 
nd .Fiin!liza |2 
ulat) = d as Dne Legen] (cos t.t Dr, 


"-ü 


26. 


Hm 
c (= Dt | - = E | 
e 3a^ (Ont Dr. (2n 1 le (2n + 1i? 


162? 


NENNT O 
3a*(2n + Lrt 


1. (a) A =n sula) ^ sinar HP 5—1,2,3,775; 
(b) A,-[(2n - DZ2P u, (c) sin[(2n - 12] P 58 1,2.,3.7; 
(c) A, n^. u Cr) = cnr, Uf 521,2,3, 

2. (a) À, 70, n^x au (x) L.sinnxz oenar ,其 中 a —1,2,3,77; 


A 
i 


- 302 - 答 案 


(b) A,-0,n^,u, x) 7 L,sinnr,cosnz,dR n—1,2,3,71 
(c) A,-0,4n^ ,u, (x) 5 L1 sin2nz c2 nz ,其 中 271,2,3,77. 
3.(a) A=- (374 * n^n) arr) 一 人 27 nnzz ,其 中 R—l2,3,-7 
5. (a) A,—1* n’ ,u,( x) = (sin( nnine) ,其 中 =1,2,3,.…; 
(b) n t (ax/in3 P u, (x) - [1r * 2)? Jain(( &aZIn3)In( c * 22], P n 
-1,2,3,5 
(c) A, LE Q2], Cr) = [1/01 a) 7 dein (nx/n2)a(1 223, XE 


Inl 
6. (a) ADU,u(x)-sin(/ Alnz); 
(b) APD0,u(z)-sin4 Ar. 


849) fG)- D 2 [ 07-1 Jana. 


n=l ul 
qm, HPrmR, 
9.(0 Gr. le. "EN 
_ - në, m ===, 
(b) G(x,£)— - Ir, «M r£. 
10. (e) s(z)= -ort (SE an +1; 


1 *2sin2Y. lx 
(b) s(z)= -Eele ~ ie m jsin2z+ e, 


5 
li.(a) u(x)z(3/7e6e€-t(e/2)e Z — x. 
L ENLA TE -Ux£/5 x, OS E. 
3/8/25 x£ /2- 9x£/5 + £, 35 E&C x1, 
Je z111+ lti- +, H- igrat, 


12. (à). G(x,£)- 


(b G(x,£)- 


L halte zil1- £ +m- 3, Ex rx. 


13. (a) s(z)= aJ, KG Dude, 


其 中 
ren |ia omes 
(b) ule) = KC - z)u(&)d£ + 1. 
第 八 章 
8. (a) ulr, 8)- 3 (4 - T sn; 


(c) u(r,80)—- > a,sinh| (nrmn3) ( 8- z) sinf (zn) r), 


JJ 题 符 案 
其 中 
2 ! nln r 
—— g -l 
^ In3sinh( nx: A3) | n° Ds + Af 1n3321. cn | 
_ An xln3 . "ll 3ln3e, Qus qu 
wg a nay 1) d ux l) ME 
9. ulr,0)- Si alr "bl Bama paT i und 
z-1 
2x "OVALE a) |sin| paag- Ina) | 
其 中 


——— HQ MOI 


"n/a -dnm/m nmm) 
ala -h a 


— IP 


. nm _ dr 
. a ces e P 


12. a(r,8)— > 4 d ta) || Ar)sinl | Jaz [1.6 )sin ^7 
其 中 


y 一 gna. 


13. ulr) m T GP r). 


HM.) ar re Junt C, 


其 中 心 是 任意 常数 . 
ntl5l-z 
16. u(r,8)— > ACIE RC sun. 


AU 


I8. utr. 0-94 > r'(a,cosnü | h, sinat), 


其 中 
I on 
= (a Rin "ET: MOST n-0,12."', 
` R” 2x 
b, — (n + RÀ) 0 f(8)sinnBd , n 一 1,2,3.77. 


r 1 r? rf >. 
20. urb) cose eT (FEE taza 
2 z 
CER 4 4 -2: 
+—I| + rirr “sin28, 
el ir 


41-(— 1)"] anza sinhn a y- D; 


22. (a) ulr,y)- > {na Y sinhza 


(c) ulr, y= ` a, Ginhrzz — tanbhszcoshin na )sina my, 


. 303 + 
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其 中 


m 


1 | 2n Cei 


^ tanhng n^n! — d nT 


23.(8) uir.) (+ 2; a, Ccoshzur 一 ianhzmsinhmz )cosny, 
a`] 
其 中 
a, = MI - (- 1)"] Z manhan; 


(c) u(r,y)= — [ohy - tanbrsinby leosz + C. 


25. u(r,y)=xry(1-.x)+ » —C UD 


3- sinzrsmhsy. 
Z ny sinha 


27. 
= 4a*(— 1)! nor nay 
ey) =F A y+ M 
u(x.vy) r*/2)(a y*) 2, Gr sinh S oos ta 
QW 4a (- D". nme n NATY 
= ( nx Y sinhnr a a ^ 


29. u(r,y)-xl(z/2)- z] + Y a, sinl Se aces E )y, 
这 里 | 


其 中 


m7 
. sinh {np 2 + (n/c M (a _ ! in EY ain rz 
sinh[ (x/b)* + (a/c? |? ` b c 


2 uir y = [shine ~ eh 
| un Y2x V 2xtanh/ 2n 


4.(a) umí(r,8,z)— S SU amem? + b, situm ) 


=Ü n=1 


l. uir.y.2) 


Jeremy, 


inham li- z)/a 


arr sinhe ndia 7 
iH 
2 mfa 
=— Fr r 42 Pi rdé, 
n a ne alan) zl, 2 8)J, (aur Za)ecsmbrdrdë 


2 Irje . 
— ——— m - z 
Pus anl 1, cil, Mi r0) P (a r Za )sinmürdrdó, 


其 中 


习题 答案 


1.25 m > Ü, 
En ` 


ü PME m — Ú, 
Gus EN TE J, (a2 = Ü 的 第 n ^H. 


5. ulr, ð) -la (273a?) Po oos). 


3 
w a, sinha, CI -za 
7. u(r,z)- 2; Mhada ialah 
HH 
a = el 
^ — kai di(a,) 


Wo, 是 方程 Jota)= 人 0 的 第 xn 个 根 . 


& ( ju ub S dol (2n Diatr /sin(2n+ rz/ 
° OBS z H Wn Drar] (2at1) C 


s S (mal) (z Yace 


9. u(r,ü)- us 


ll. u(r,80,9)-€-^ M r"P? (cos0) | a, cosmq + bo sinme ]. 


r-i mÜ 


(2n + l)(n — m)! 
m ` 2mu(n + m)l 


— 1 xx 
p, -A n-m)! Í . f(8, 9) P2 (cost! )sinmgsinf&düdg , 


Znan + m)! 


PL EE! 
| NI 8,9) P7 Cocos ) cosmosintdÓde, 


Trin 
an = 211] rto, 9p)P, osb)sintdBdg. 


nw Jado 
12. 
ulr, t) = PRU =s 


13. 


n(r,0.:) = > S Jnl amr a Yos matt La Y [ass cond + b, sina ] 


r- m— [ 
+ 2j MANCA )sin( enet Za) 
z-üm-! 
' [c 00880 + d, sinx0], 
这 由 


_ ? lafa I 
Gan -TH | ftn, 83], Ca ur a )cosnÜrdrd8, 


2 ar . 
bu = 二 PT f fír , 8), Cosur Za )sinnGrdrd8 , 


2 了 
_ , 0) (or Za )oosndrdrde. 
Cmn ac M N (a r a Joos rar 


cos n2 k 1metsinnm csinx y. 


| 305 + 


- 36 - jog 


2 
KOC sa "i 5 ( Tyr 


dy, 一 gl Juda amr /a )sinnirdrdð, 


其 中 eum EAE (432-0 8928 m tR, 
2, "n =D, 
g, = 


= d 
|l, 3“ 1 >D. 


15. u(r,8,t) = > Y Jn annro m [ an cosm8 + b, sinn], 


a-i 5-1 
这 里 
2 


TE, EREN 


21 
Ham 一 ) xj, IN: r8), (a, ur )cosnérdrdé, 


p- aré pl, df 00e amr Ysinnbrdr dp, 


其 中 Ü, E J. (e y=0 3938 m 个 根 ,而 


1, = n = 0, 
En 一 aj 
2, a=). 
l6. ult, y g, i}= sinzrsihrysinrgecsy Sner . 


Is. 


ulr, z, i) = y y MANCA )sint P= Z1) cosaxt 


m-ü x-15-1 


' [az a COS + b, sinn] 
P p 


wo un 


* > > MACHT Jain faz /E)sinect 
=Ü 


m-1p-l 


* [ comp coand + d, sina], 


这 里 


4 Pr ~ F ) 
Uo T ea e [I (nus) ndolo 


- Ja apr ajani piz/L)cosnÜrdrd8dz , 


4 m afi 
Pamp "UU Un he 
` J. (as r Za )sin( paz )snztfrdrdédz, 


LEE ANTRO 


Om 7 ra le [L enn) Jo Jo. 


' JC ayar Za )sin( paz/L)cosnÜrdr düdz , 
-1 amafi 
do | MERS 


Cm "zal Gu) Y. 0-80 


- J. Gur Za janl prz 1 )sinnürdrdódz , 
其 中 am R68 J (a) 0 的 第 m HI 
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J oH € x 
Il. 3” “= Ü, 
^ (pr) + (a, a ie = | 
u : z ë l2. `í > = O. 
20. utrg, t= ) ~ >° [ z, P cond ! bp Sirun 
g-2ímu-1p-1 


"Cas ur Za )sin( prz zl je 7" 


_ 4 KOS 
mb va e [J am) NI Í, /rd e) 


ni Qpar t )sin( pnz Zl )coenürdzdédsz , 


h :| | T (r.8,z) 
= SR Geo finn 
` JL Cay r la )sin( pmrz )sinzürdrd8dz, 


Hita ETE a) 0 BUB m 个 根 ,而 


l, Sn, 
En 7 N "ge i 一 [ipn DE + (apara Y]. 


23. utr,y.t)- XM usu LE) masinay, 


m-lin-l 
其 中 
Ec p cost] — tras ) t 一 上 csl ac) l 
os CE) mna sinawet | ° 2(1 — auc) + 2(1 + auc) 
+ ii = ANS sin(l + auc) | ] 
Som IO T aue) "AI ase) JI" 
Üm 二 (m° + n?) ^, 
3 4A[ [{ ~ 1)" — 11 Bn noit 
25. u(r yd)= > > ! mum Ë [ a? + à» | 
‘sinnr (sinmy - meosmy). 
27. 
ur y, t) = zíx 一 (1 -- 2 Jun: * Y STO 
= l1m-l 
其 中 
21 
Be" "unl _ (- 1)" c? 2 2 i " 
Ups LU) 一 "T 十 tata) ECT n )(coste nen 1j 
ic 
4 (二 + c*al, size ° Tann | ; 
n 
aa = m° + nu. 
30, 


4 x "i _ MER js / 
u(r.y.0) = D H. 5 1 14 cosh( n xa /b) sin( n zy / b), 


X o8 OE X 


- 308 c 
其 中 
. E: mr AAA ., nra nir 
v, Cr) — Zeoshi 25 ash p l p" sinh 2b cosh — n 
一 BRI agp JU yj 70e 
p 90» p n 0p c 
第 十 章 
(Cp DAP dB 
3. ,8 -4f - . 
up ) 2m " 1 — e? - 2poos( B - 8) 
7. 


z * . 
«a == 4 È an b stra - of rin asta 


sinh FEZ [f £)sinh ^ (a - ae]. 


8. u(r,8)- - > 5 (Ra L Ear RX Asosni + Bsinnd), 


这 里 s 
Aw = mae) TO DIR drd, 
Ag. = XE [efc DJ Gar R )osenfdrdé, 
B, = mop. N rf(r,9)7, (6 r ZR)sina0drag, 


其 中 iEIZIBEI()-OBMSSETB,;-12,3.-;£5-1,2,3,. 


glr rl MLB 
9. Gir,r )= 和 IFEFAL 
其 中 
六 = (ay 
QUIT 六 | gH? r | 
10. G(r,r gm Vd Di 
i4. G=- +a > 小 sean RTT dn RK inaysineyda. 
16. u(r,z)- UE TE COT DEO 


17. u(r, = Ar!" sn(872). 


其 中 
s= JUE + GP /7a)], 0< r <uxr<ua,0< y < y< b. 


-———— —ÓÓ —Ó—À 


|. FG)-4 aye t^. 

2. Fía)-V 2/n(sineu )/a 

3. F(a)-l/lal. 

4. (a) F(a)— // V2sin(a? /44 n4): 


(b) FCa) 7 V Aola /4 - 1/4). 
ll, uflx,t) -lUGa) + Fr 7 a)]3 L [eoar - 


2. 
12. uri) rdlr- r) je rU ae, 


«s. e 
14. «sno | fÉ&)ostat? t) FdE. 

LA[T ry 8 Š 
I5. uCr. D x, el D ) (sn Fto Jag. 


_ P [^ since laly 
16. uD] : HE dš. 


17. ulas etta 


20. "EUN 


ax +j »fa)dc 
[yit Gc :Y JD? * (z+ £Y] 


[T co e+ G+ 21 
x f s COLO nde 
> — nti > n 
22. utr, y, o2 S CAES mor, 2 een Ca ne 
nl 1 
m CREE 
VÀ u > | 
12 2L ní- 1) tej e E(g a ined 
2 
23. "ONE Aj (e: - ë) CM C AG c Er Ace 
.| 
24. ubz.y)7 LIE m Ka 二 9) t cobla ~ E) 
_ — f n 
cea( 1 — y) + oshir + pz pt 
27. (a) (eost — o£) (b) 工 sint 一 二 sin2zi 
3 ' 3 5" , 
(e) e-e; (di 1-e'-te 5 
(e) 1-e 353 (1) cost. 
28. (a) Frank S5, 
S 


* 2D -* 
h 
b) ; 
t s l+. b) 
] 
:) 
e NYD-e 9) 
h he "^ . 
(d) bi y 
he * 
g) . 
LENTES 


Li fGt a) 7 Gt -.2)], j D rZc, 
30. ale, 1 
3G tea) JG ^g). 3 < re. 


3 í ) lÜ. M z< r/D, 
32. nulr.ft)-| . 

lsino(f 7" xc), H iere. 

|, "6 < rc, 


33. alr, OT: 
FUERIT MP predata - r)/c. 


34. aC, t) fa t CFA - fglerfe( V dkr). 
35. ula toa 7 r)erie(a A Akt) + ur. 


36, (e. 72 [La / STRE dEdy. 


37. uCr,0)7 foe Mu — exie( x AL ARE ),. 
39.  u(Ccr,P)7 fvertct x LI, ARE). 
| faz. 当 iare, 


42,  uCr,t)- 
forie, MitzRa/c. 


J 8E $ * 


MI o Us uA 
(1) fi 3 p X 


XHERI x 0, HP XU 
Ir) = NS le "gr (1) 


ü 
Br 3 is 0] e CR D LD o RC. x T Loo P T > >0 REESE EA , mi H PR X 
TCx) 0B EXE. H E Xn IKRA: 


T(xr +1) =| t'e “dz 


=- eel ea] ente tJe = z(a). (2) 
注意 到 
TO) = NET - 1, (3) 
à 
因而 利用 式 (2) 可 得 
TQ) -1-T(D 2 1:12 1! 
1(3) = 2:1(22 22:12 21 
一 般 说 来 ,有 下 列 公 式 : 
ra +1) = nl, 2212,37 (4) 
如 果 把 式 (2) 写 成 如 下 形式 ; 
a) = IG £D, (5) 


那么 重复 应 用 上 式 , 得 到 


T(r+k) 
T(x) -xG3 Dame *k-1), 


k=1,2,3,.. (6) 
EROT z «0 BEI PC), H3 x 为 一 切 负 整数 时 ,出 式 (6) 知 
DREF A. 


(3127 附录 TT MBEK Ep 


H l1<x<28,F(xz)B8D 84 K H| #. H xx He i HL RAT ET R E tb x 
求 得 T{x) 的 值 . 
例如 
3.5) = (2.5) (1. 59T(1.5), 


T(1.6 Ea 
(-1.429(— 0.40.6) 


P r(1.5)=0.88623,r(1.6)= 0.89352. 


T(- 1.4) = 


(2) 误差 函数 
积分 
erll x) = jet 
AERA. HTA xd. ERA ERA 


22(, 3 m aT LL 
efla) = Ele Eat EE ). 
称 
eríc( x) = 1 — erí( x) = £e -i d£ 
2g i VR 2 AA. AERA F SRL: 
im Sele) -= 1 
Tp e+ 
dg T 


对 于 大 的 fü. A RUE IRE BG IS OS 


1 3:4 4:5:6, 
h-a tay Gy tv] 


eríc( x) & 一 二 一 


" £ 


附录 开 傅 里 叶 积 分 变换 夫 


原 象 a=- | PeDe dp 


- LOL. | rye: 
Rl Ad RF) n = ES 


c (ax) 


0 (rXaHrb) 


ic (gt e) 


y 2np 


1l. 
V 2m 


i n! —: 4 oO F1) Bi, 
0 (rat ra) e^ gp ip) at | 


k-u 


其 中 =1,2,3,… 


a^ (Üsix&a) | 


lg" (gc r«b) ! i COME RM 


0 (x€aHx»b) Án (PT o) 


er t kum (x 0) ; 
v 2n(m + b t ic) 


Ü (x <Ü) 
-al|xl "E a 
° T (a2 * p!) 
Lad 1 E 
° 2a 


-314 ， 附录 中 短 正 叶 祖 分 变换 表 


续 表 
站 I i =b E ` i í ' 
原 象 jx)= 一 一 | 下 eq FË HF(p)-—— erd, 
Ias | Peds ER Flp) An )e"dr 
d MEME d mM 
oo dal | f |p| 
0cRes<1) z TS"sn 2 s 
| x] r | [t-s 
一 - 一 一 ---. 1b 
e "l7 | [az+ xii, 1 
PE noni 
(a^ + p*) 
sinbz N E (pic b) 
-T 
| 0  (lpl»6) 
sinharx — sina 
sinhrz ° z<a<n) V 2nleosa + ehg) 
a Ë 
m— imb 
BEEN _ zx (cosa + coshp) 
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